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Основы анализа алгоритмов
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Алгоритм - точное предписание, 
задающее процесс преобразования 
исходных данных в результаты. 

¢ Свойства:
§ Результативность
§ Конечность
§ Однозначность
§ Массовость
§ Детерминированность
§ Эффективность
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Обозначения

¢ M – набор машинных инструкций, составляющих 
программу;

¢ S – память для стека и хранения промежуточных 
результатов;

¢ d(n) – набор входных данных; 
¢ D(n) = {d(n)} – множество всевозможных наборов 

входных данных;
¢ Т = {t} – время выполнения программы;
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Допущения

¢ каждая машинная команда выполняется не более чем за 
фиксированное время;

¢ рассматриваем правильные и финитные алгоритмы, т.е. 
алгоритмы, дающие единственное решение общей проблемы 
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В силу сделанных допущений

¢ Для любого начального набора данных алгоритм 
выполняет не более, чем конечное количество 
«элементарных» операций абстрактной машины.

¢ Под трудоемкостью Fd алгоритма для данного 
набора начальных данных – d(n), будем понимать 
количество «элементарных» операций (ºвремя их 
выполнения), совершаемых алгоритмом для 
решения конкретной проблемы, в данной 
формальной системе.
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Цена выполнения программы

t = c1* d(n) + c2 * M + c3 * S,
здесь ci(d(n)) – «веса» ресурсов

T^ = maxdÎD T – наихудший случай
Tv = mindÎD T – наилучший случай
Ť = Σ t / |T| – средний случай
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Классификация алгоритмов по виду 
функции трудоёмкости

¢Параметрически-зависимые
(порядко-независимые)

Fd = f(n); T^ = Tv = Ť
¢Порядко-зависимые

Fd = f(d,n); Tv(d,n) £ Ť(n) £ T^(d,n)
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Асимптотические оценки

¢Q (тета)

f(n) и g(n): $c1,c2,n0:"n>n0

c2*g(n)£f(n)£c1*g(n) à
f(n) = Q( g(n) ) n0

f,g

n

c2g(n)

f(n)

c1g(n)

Пример: F(x) = 4x2+ sin(x) = Q(x2)
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Асимптотические оценки

¢ Ω (омега)

f(n) и g(n): $c,n0:"n>n0

c*g(n) £ f(n) à
f(n) = Ω( g(n) )

f(n)

cg(n)

Пример:  f(x)= x*ln(x)+1/x = Ω (x*ln(x))
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Асимптотические оценки

¢O (О большое)

f(n) и g(n): $c,n0:"n>n0

f(n) £ c*g(n) à
f(n) = O( g(n) )

cg(n)

f(n)

Пример: f(x) = 4x2+ x = O(x2)
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Сравнение времен выполнения 
алгоритмов 

n=10 n=103 n= 106

Log2 n 0,2 сек 0,6 сек 1,2 сек

n 0,6 сек 1 мин 16,6 час

n2 6 сек 16,6 час 1902 года

2n 1 мин 10295 лет 10300000 лет

1 мин
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Задача Иосифа

Пусть n человек, стоящие по кругу, считаются 
(начиная с первого) считалкой из m слов. 
Человек, на котором считалка заканчивается, -
выбывает, круг смыкается, а счет продолжается с 
человека, следующего за выбывшим. 

Напишите программу, выводящую номера трех 
человек, выбывших последними, в порядке их 
выбывания.
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Результаты для m=3

n последний предпоследний Пред предпоследний
1 1
2 2 1
3 2 1 3
4 1 4 2
5 4 2 5
6 1 5 2
7 4 1 5
8 7 4 8
9 1 7 2
10 4 10 5
11 7 2 8
12 10 5 11
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Задача Иосифа

F(1)=1 F(1)=1; F(n)=( F(n-1) + m )mod n

m = 3
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РЕШЕНИЕ 1: 
АНАЛИЗ ЗНАЧЕНИЙ ЭЛЕМЕНТОВ 
МАССИВА
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РЕШЕНИЕ 2: 
УДАЛЕНИЕ ИЗ МАССИВА 
ВЫБЫВШИХ ЭЛЕМЕНТОВ
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Число сравнений: ~ m * n * ln n



20

РЕШЕНИЕ 3:
ХРАНЕНИЕ В МАССИВЕ ИНДЕКСОВ 
СОСЕДНИХ ЭЛЕМЕНТОВ
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Число сдвигов: ~ n * n / 4
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РЕШЕНИЕ 4:
ДИНАМИЧЕСКИ СОЗДАВАЕМЫЕ 
СТРУКТУРЫ
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РЕШЕНИЕ НА ОСНОВЕ 
ПОСТРОЕНИЯ РЕКУРРЕНТНОГО 
СООТНОШЕНИЯ
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Рекурсия

¢ Способ конечного описания 
бесконечных объектов.

¢ Мощный метод решения 
задач рекуррентной 
природы.

¢ Использование стека для 
организации неявного 
хранения наборов данных.

¢ Накладные расходы, 
связанные с обращением 
функции к себе.

¢ Экспоненциальный рост 
трудоемкости в случае 
определения одного 
значения по нескольким 
другим.

¢ Сложность поиска 
ошибок и верификации 
программ.
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n! = 1 · 2 · 3 · 4 · … · n

От простого к сложному
x1= 1 и xn= n·xn-1

int x = 1;
for(int i=2; i<=n; i++) x *= i;

От сложного к простому
n! = n·(n-1)! и 1! = 1

int f(n) = n>1?n*f(n-1):1;

Итерации Рекурсия
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Формальное представление
¢Пусть:
P – рекурсивная процедура;
Si – базовые операции, не содержащие P;
P – композиция операторов;
¢Тогда:

P = P[Si,P]
¢Средство создания рекурсивной процедуры  

- описание функций, которые определяют в 
процедуре имена, по которым процедура 
сама себя вызывает.
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Классификация и данные
Прямо рекурсивная

P = P[Si,P]
Косвенно рекурсивная

P = P[Si,Q]
Q = Q[Si,P]

Переменные, определённые внутри 
рекурсивной функции,  создаются заново при 
каждом вызове такой функции.
Идентификаторы всегда ссылаются на 

переменные, созданные последними.
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Важно !
¢Проблема окончания работы.

P = P[ Si, if !B then P]
Наиболее надежный способ окончания 
работы – связать с Р параметр n и 
рекурсивно вызывать Р с параметром n-1:

P(n) = P[Si, if n>0 then P(n-1)]
¢Глубина рекурсии.

Следует убедиться, что  она не только 
конечна, но и достаточно мала.
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ПОИСК ПУТИ В ЛАБИРИНТЕ
Примеры использования рекурсии при решении задач
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своя строка

создать свою от 
начала до конца

присвоить 
стандартную

присвоить свою

добавить свою

выбрать символ в своей

равна ли стандартной

равна ли своей
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меньше ли своей

больше ли своей

измерить свою

найти свою в своей

удалить свою

вывести свою

ввести свою
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ввести массив своих

отметить обратный путь

сместиться к началу

отметить оставшийся путь

отметить точку пути

для расстояний от начала

для карты лабиринта
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дальше
некуда

дошли
ещё дальше

начать
вывести легенду

вывести карту
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Сколько разбиений числа m на слагаемые ?
6
5 + 1
4 + 2 4 + 1 + 1
3 + 3 3 + 2 + 1 3 + 1 + 1 + 1
2 + 2 + 2 2 + 2 + 1 + 1 2 + 1 + 1 + 1 + 1
1 + 1 + 1 + 1 + 1 + 1

P(6) = 11



40

Сколько разбиений m на слагаемые  £ n
¢P(n) = Q(n,n)
¢Q(m,1) = 1 1 + 1 + … + 1 + 1
¢Q(1,n) = 1 " n
¢Q(m,n) = Q(m,m) " n ³ m
¢Q(m,m) = 1 + Q(m,m-1)
¢Q(m,n) =      Q(m-n,n)   +   Q(m,n-1) " n < m

Разбиения, 
содержащие 

слагаемое, равное n

Разбиения, 
не содержащие 

слагаемое, равное n
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ЧИСЛА ФИБОНАЧЧИ

Или о том, что рекурсию следует  
использовать весьма осмотрительно…
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Вычисление чисел Фибоначчи
Итеративный 

long F(int n) {
long a=1,b=1;
do { a+=b; b=a-b; }

while(--n>2);
return a; }

Рекурсивный

long F(int n) {
return

n<3 ? 1:F(n-1)+F(n-2);
}
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ФУНКЦИЯ АККЕРМАНА

Или о том, когда рекурсию не следует 
использовать вообще…
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Функция Аккермана

#include <iostream>
int A(int m,int n) { return 
!m ? n+1 : !n ? A(m-1,1) : A(m-1,A(m,n-1)); }

void main() { int n,m;
cout << "Input m="; cin >> m; 
cout << "Input n="; cin >> n;
cout << "A("<< m << ',' << n << «)= " << A(m,n) <<endl;

}

!(#,%) 	= 	)
% + +,																					# = ,
!(# − +, +), % = ,

!.#− +,!(#, % − +)/,#, % > 0
� 
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A(2,2) = A(1, A(2,1) )

m\n 0 1 2 3 4 5 6 7 8 …
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 n+1
1 n+2
2 2n+3
3 2n+3-3
4
…

!(#,%) 	= 	)
% + +,																					# = ,
!(#− +, +), % = ,

!.#− +,!(#,% − +)/,#, % > 0
� 
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2,2

2,1

2,0 1,1
1,0 0,1
0,2

1,3
1,2

1,1
1,0 0,1
0,2

0,3
0,4

1,5
1,4

1,3
1,2

1,1
1,0 0,1
0,2

0,3
0,4

0,5
0,6

Дерево вычисления функции 
А(2,2)

А(2,2)=7Количество вершин дерева - 27
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Биномиальные коэффициенты
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1. На основе определения
int fact(int n) {

switch (n) {
case 0:
case 1: return 1;
default: return n*fact(n-1); }     }

…
for(n=0; n<=N; n++) for(k=0; k<=n; k++)

cout << fact(n)/fact(k)/fact(n-k) <<
(n==k?'\n':' ');
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2. На основе рекуррентного соотношения

int Cnk(int n,int k) {
if(!k) return 1;
if(!n) return 1;
if(n==k) return 1;
return Cnk(n-1,k)+Cnk(n-1,k-1);

}
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3. Треугольник Паскаля
void C(int N) {
int *a, i, n;

a = new int[++N];
a[0]=1; if(N>1) a[1]=1;
for(n=3; n<=N; n++) { 

for(i=n-2,a[n-1]=1; i>0; i--) 
a[i]+=a[i-1];

for(i=0;i<n;i++)
cout <<a[i]<<(i==n-1?'\n':' '); }

delete a;
}

1 0
1 1 1
1 2 1 2
1 3 3 1 3
1 4 6 4 1 4
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Правильные скобочные выражения

()

()() (())

()()() (())() ()(()) (()()) ((()))

Вставка «()» до и после «(«  до первой закрывающейся скобки 
«)» 
Избегая повторений вставки делаем перед каждой 
открывающейся скобкой и перед первой закрывающейся
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