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Рассматривается задача о распространении сейсмических волн в недрах Земли. Авторами 
предложен метод численного расчёта динамических процессов, основанный на решении 
определяющей системы уравнений упругого тела сеточно-характеристическим методом на 
криволинейных структурных расчётных сетках. Проведена серия расчётов по распростра-
нению возмущения, заданного в виде локальной области расширения, в слоистой двумер-
ной модели планеты. Выполнено сравнение волновых картин и характеристик волновых 
откликов с результатами аналитических расчётов и опубликованными аналогами. 
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The problem of the seismic wave’s propagation in the Earth is studied. Authors proposed a 
method for numerical simulation of dynamic processes based on the solution of govern system of 
elastic equations with grid-characteristic method on structural curvilinear meshes. A set of calcu-
lations with the elastic perturbation (local extension area) in layered two-dimensional Earth 
model was carried out. Comparison of wave patterns and characteristics of wave responses with 
analytical solutions and published analogous results was done. 
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1. Введение 

 Одной из важнейших научно-технических задач, над решением которой уже более 
50 лет работают учёные всего мира, является построение детальной модели планеты 
Земля. Первая современная модель (одномерная, сферически симметричная) была по-
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строена в 1940-е годы К.Е. Булленом [1]. По мере накопления сейсмических данных 
дальнейшим её развитием стали: модель PREM [2], модель IASP91 [3], модель SP6 [4], 
модель AK135 [5] и модель STW105 [6]. В последние 10 лет были обнаружены неодно-
родности относительно радиально симметричной модели Земли как вдоль радиуса, так и 
вдоль угловых направлений [79]. Во многом этому способствовало развитие новых ме-
тодов изучения и интерпретации глобальной сейсмики планеты. 
 Одной из проблем обработки сейсмических данных является невозможность изме-
нить реальную структуру геологического массива и проанализировать различия в реги-
стрируемом сигнале. Для преодоления этого обстоятельства может быть использовано 
проведение численных расчётов волновых полей в геологических средах с заданной 
внутренней структурой. Прямое моделирование глобальной сейсмики всей планеты с 
построением синтетических сейсмограмм на дневной поверхности может служить про-
веркой предположений о внутреннем строении планеты или привести к развитию новых 
технологий обработки сейсмических данных. 
 Моделированию распространения сейсмических волн в радиально симметричной 
модели Земли посвящено множество работ [1013]. Появление высокопроизводитель-
ных вычислительных систем позволило также проводить расчёты в моделях, содержа-
щих высокоскоростные неоднородности. В [14] было проведено численное моделирова-
ние распространения сейсмических волн в трёхмерной модели Земли PREM. В [15, 16] 
были проведены аналогичные расчёты, но в двумерной постановке. В [17] изучалось 
влияние на регистрируемый сигнал наличия локального поднятия в мантии фиксирован-
ной протяжённости. Отметим, однако, что в [1517] рассматривалось распространение 
волн лишь в мантии, без учёта внешнего ядра Земли. Это обусловлено использованием 
полярной расчётной сетки, которая сгущается вблизи начала координат и содержит осо-
бенность в центре. При этом на границе мантии с внешним ядром использовалось до-
полнительное искусственное граничное условие. 
 Усложнение моделей строения планеты, а также необходимость повышения точно-
сти численных расчётов привело к развитию новых подходов к компьютерному модели-
рованию динамических процессов. В [18] был использован метод Direct Solution Method 
(DSM) [19] для расчёта распространения сейсмических волн в модели IASP91 при нали-
чии скоростных неоднородностей в верхней части мантии. Метод Spectral Element 
Method [20] был применён для моделирования распространения сейсмических волн в 
радиально симметричной модели Земли в [21, 22]. Спектральный метод Чебышева был 
использован в [23] для расчёта распространения волн в радиально симметричной модели 
Земли в сферических координатах при наличии неоднородностей в верхнем слое ман-
тии. Однако в силу специфики метода расчётная область была ограничена 80 градусами 
по обоим углам и 5000 км по радиусу. В [24] использовался псевдоспектральный метод 
для моделирования процессов в неоднородной модели Земли в двумерном случае. Были 
промоделированы сейсмические процессы вплоть до 5315 км, включая часть внешнего 
ядра. В дальнейшем в [25] было исследовано влияние наличия случайных скоростных 
неоднородностей на распространение сейсмических волн. Существенным ограничением 
стало использование полярной сетки, имеющей сингулярность в начале координат. Та-
ким образом, отсутствовала возможность моделирования прохождения сейсмических 
волн через внутреннее ядро. В [26] эта проблема была решена, правда, лишь для акусти-
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ческого случая. Было выполнено моделирование распространения P-волны в двумерной 
радиально симметричной модели Земли. В [27] было проведено моделирование распро-
странения сейсмических волн в двумерной модели Земли, содержащей неоднородности, 
с использованием псевдоспектрального метода Фурье [28]. Для преодоления проблем, 
связанных с наличием особой точки в центре, была предложена расширенная схема, мо-
дифицирующая процедуру расчёта производной вдоль радиуса. В [29] с использованием 
неструктурной треугольной сетки был проведён расчёт распространения сейсмических 
волн в двумерной радиально симметричной модели Земли с использованием метода Ar-
bitrary high order DERivatives (ADER). Поскольку использование данной сетки снимает 
проблему с особенностью в центре, в расчёте использовалась полная модель Земли, 
включающая как внешнее, так и внутреннее ядро. Однако в работе не проводился де-
тальный количественный анализ полученных результатов, представлены лишь качест-
венные картины волновых процессов. 
 В настоящей работе предложен метод численного моделирования распространения 
сейсмических волн в гетерогенных средах, предназначенный для расчёта глобальных 
сейсмических процессов в недрах упругой планеты. Он основан на численном решении 
определяющей системы уравнений упругого тела сеточно-характеристическим методом 
повышенного порядка точности [30–34] на криволинейных структурных расчётных сет-
ках. Использование набора склеенных сеток, покрывающих область моделирования, по-
зволяет преодолеть проблему с расчётом распространения волн через внутреннее ядро 
без введения искусственных граничных условий. В работе приведены результаты серии 
расчётов распространения возмущения, заданного в виде локальной расширяющейся об-
ласти, в радиально симметричной слоистой модели Земли в двумерной постановке. Про-
ведено сравнение результатов компьютерного моделирования с результатами аналити-
ческих расчётов  и опубликованными аналогами. 

2. Постановка задачи и методика расчёта 

 Авторами исследовалось распространение сейсмических волн в пятислойной дву-
мерной радиально симметричной модели Земли. Характеристики слоёв приведены в 
табл.1. Зависимости плотности среды и скоростей распространения упругих волн от ра-
диуса были взяты из модели PREM [2]. 

Таблица 1. Характеристики слоёв в двумерной модели Земли. 

Номер 
слоя 

Внешний 
радиус, км 

Внутренний 
радиус, км 

Плотность, 
кг/м3 

Скорость 
продольных 
волн, км/с 

Скорость 
поперечных 
волн, км/с 

1 6370 5870 4000 5 3 

2 5870 5370 4000 10 5.1 

3 5370 3000 5000 13 6.5 

4 3000 1000 11000 9 0.1 

5 1000 0 12000 10.2 3.5 

 

 Для описания состояния бесконечно малого объёма линейно упругой среды ис-
пользуются уравнения линейной динамической теории упругости: 
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i j ij

ij ijkl kl ijq F

    

   




 (1) 

Здесь   – плотность среды, i  – компоненты вектора скорости смещения, ij  и kl  – 

компоненты тензоров напряжений Коши и деформаций, j  – ковариантная производная 

по j -й координате, ijF  – добавочная правая часть. Вид компонент тензора 4-го порядка 

ijklq  определяется реологией среды. Для линейно упругого случая они имеют вид: 

 ( )ijkl ij kl ik jl il jkq          . 

В этом соотношении, которое обобщает закон Гука,   и   – параметры Ляме, а ij  – 

символ Кронекера. 
 Первое векторное уравнение в системе (1) представляет два уравнения движения, 
второе – три реологических соотношения. Вектор искомых функций, состоящий из пяти 
компонент, имеет вид 

 1 2 11 12 22{ , , , , } .T     u  

Система (1) не имеет в общем случае аналитического решения. Поэтому в настоящей 
работе она решается численно с использованием сеточно-характеристического метода. 
Расчётная область, представляющая собой круг фиксированного радиуса, покрывается 
узлами сетки, в которых вычисляются значения вектора искомых функций. Отметим, 
что попытка покрытия её одной структурной криволинейной сеткой приводит к тому, 
что часть элементов имеет размер в сотни и тысячи раз ниже, чем средний размер всех 
элементов. Поскольку данное обстоятельство резко снижает максимально допустимый 
временной шаг и значительно увеличивает время расчёта, авторами была предложена и 
использована процедура покрытия круга пятью граничащими структурными криволи-
нейными сетками-секторами. При этом на каждом временном шаге происходит коррек-
тировка значений в соответствующих узлах сеток для согласования значений в них. 
 Исходная система уравнений (1) может быть записана в виде [33] 

 
2

1

,
jjt 

 


  j
u u

A  

где 1 2( , )    криволинейные координаты. После проведения расщепления по направле-

ниям на каждом временном шаге необходимо решить систему: 

 1 ,j j j j
j jt

  
 

  
u u u

A Ω Λ Ω  (2) 

где jΛ  (диагональная матрица, элементами которой являются собственные значения) 

имеет вид 

 
2 2

diag , , , ,0 .j j j j jl l l l
                 

Λ  
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Здесь 2 2
1 2( ) ( )j j j

jl w w w   , а j
jw    . После замены переменных Ωuv   сис-

тема (2) распадается на независимые уравнения переноса вида 

 0.
jt

 
 

 
v v

Λ  

Для его решения использовалась схема 4-го порядка точности: 
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с гибридизацией на основе сеточно-характеристического критерия монотонности 

 1
1 1min{ , } max{ , }.n n n n n

m m m m mv v v v v
    

 При его невыполнении применялась корректировка вида 

 

1
1 1

1 1
1 1

1 1
1 1
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 
 


 

. 

 После того как все компоненты v  перенесены, восстанавливается само решение: 

 1 1 1n n  u = Ω v . 

 Необходимо отметить, что предложенный метод расчёта легко обобщается на трёх-
мерный случай. Область интереса (шар) в этом случае может быть покрыта семью кри-
волинейными структурными сетками. Однако, в силу резкого возрастания числа узлов, 
происходит значительное увеличение времени расчёта, которое должно быть компенси-
ровано интенсивным использованием технологий параллельных вычислений (MPI и 
OpenMP). 

3. Примеры расчётов 

 На первом этапе исследования была проведена серия расчётов с изменением пара-
метров модели планеты: радиуса внутреннего ядра и скорости распространения про-
дольных волн в нём. В качестве начального возмущения использовалась модель ради-
ально расширяющегося кольца. Глубина залегания составляла 870 км, внешний радиус – 
500 км, внутренний радиус – 100 км, начальная скорость – 1 м/с. Расчётная сетка состоя-
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ла из ~ 1 млн узлов, а минимальный размер ячейки составлял 15 км. Целью данной серии 
численных экспериментов являлось сравнение времени прохода продольной волны 
вдоль главного диаметра планеты, вычисленного аналитически и полученного из анали-
за синтетической сейсмотрассы. Известно, что в случае совокупности однородных бес-
конечных упругих плоских слоёв задача о распространении продольной волны, распро-
страняющейся вдоль нормали к ним, может быть решена аналитически. В ходе прямого 
моделирования существует возможность непосредственной регистрации первого вступ-
ления на противоположной (от источника) стороне планеты, и представляется любопыт-
ным проведение сравнения аналитических и численных оценок. Поскольку при фикси-
рованных характеристиках и размерах слоёв может быть рассчитано лишь одно время 
первого вступления, решено было провести серию расчётов с изменением параметров 
модели в широком диапазоне. 
 Сначала рассматривался случай изменения скорости распространения продольных 
волн во внутреннем ядре Земли (слой № 5 в нашей модели). Исследовался диапазон зна-
чений от 8 до 12 км/с с шагом 500 м/с. На противоположной (от взрыва) поверхности 
Земли располагался сейсмоприёмник, регистрирующий вертикальную составляющую 
скорости смещения среды. По его записям производилось пикирование первого вступ-
ления продольной волны и измерялось время её прихода. В случае набора параллельных 
слоёв время прихода определяется соотношением: 

 
2

const inner
arrival

inner

R
T

C
  , 

где innerR  – радиус внутреннего ядра, innerC  – скорость распространения продольных 

волн во внутреннем ядре. 
 По результатам численного моделирования была построена зависимость времени 
прихода продольной волны от скорости распространения продольных волн во внутрен-
нем ядре (см. рис.1). Наиболее близкая к экспериментальным данным прямая имеет ко-
эффициент наклона 1874км, что с точностью 7% совпадает со значением 2 innerR =2000км. 

 В дальнейшем был рассмотрен случай изменения радиуса внутреннего ядра Земли. 
Отметим, что при увеличении толщины слоя № 5 происходит, соответственно, умень-
шение толщины слоя № 4 на такую же величину. Расчёты проводились для диапазона 
значений параметра от 0 до 3000 км с шагом 500 км. Аналогично описанной выше про-
цедуре, производилась регистрация времени первого вступления на противоположной 
стороне планеты. Для случая параллельных упругих слоёв имеем аналитическую зави-
симость: 
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где innerR   радиус внутреннего ядра, innerС   скорость распространения продольных 

волн во внутреннем ядре, outerС   скорость распространения продольных волн во внеш-

нем ядре. 
 По результатам компьютерного моделирования была построена зависимость вре-
мени первого вступления от радиуса внутреннего ядра (см. рис.2). Наиболее близкая к 
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экспериментальным данным прямая имеет коэффициент наклона 0.0274 с/км, что с 
точностью 5 % совпадает с аналитическим значением 0.0261 с/км. 
 

    

Рис.1. Зависимость времени первого вступ-
ления от скорости распространения 
продольных волн во внутреннем ядре. 

Рис.2. Зависимость времени первого вступ-
ления от радиуса внутреннего ядра 
Земли. 

 

 Кроме того, было проведено сравнение результатов численного расчёта с результа-
тами, опубликованными в [29]. К сожалению, авторы не привели деталей вычислитель-
ного эксперимента: используемую скоростную модель Земли, параметры начального 
возмущения, способ отображения волновых картин. В наших расчётах также использо-
вался источник возмущения, описанный ранее. На рис.3 приведены волновые картины 
(модуль скорости в градации серого), построенные по вычисленным полям скоростей, 
нормированным на максимум сигнала, в последовательные моменты времени. Наблюда-
ется качественное совпадение результатов с результатами работы [29]: наличие отраже-
ний от границ внутреннего и внешнего ядра, изгибы волнового фронта при прохождении 
через неоднородную среду. Некоторые расхождения могут быть вызваны различием в 
используемых моделях начального возмущения и строения планеты. 
 Необходимо также отметить, что предлагаемый метод расчёта на структурных сет-
ках должен превосходить по скорости метод расчёта на неструктурных треугольных 
сетках за счёт отсутствия поиска соседних узлов в расчётном шаблоне. Поскольку дан-
ные о времени работы программы в [29] не были опубликованы, отсутствует возмож-
ность проведения непосредственного сравнения. 

4. Выводы 
 В работе предложен метод моделирования распространения сейсмических волн в 
упругой модели Земли на структурных криволинейных сетках. При этом для преодоле-
ния проблемы с сильным уменьшением размеров элементов, получаемых при покрытии 
круга одной сеткой, предложено использование совокупности структурных сеток с об-
щими границами. Данный подход позволяет производить расчёты распространения волн 
в недрах Земли на модели, включающей как внешнее, так и внутренне ядро. Для описа-
ния динамических процессов в среде используется система уравнений гиперболического 
типа линейно упругого тела. Численное решение производится с использованием сеточ-
но-характеристического метода. 
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Рис.3. Распределение модуля скорости в модели Земли в последовательные момен-
ты времени: 300 с (а), 600 с (б), 900 с (в), 1200 с (г) от начала расчёта. 

 Авторами проведено сравнение с аналитическим решением для случая параллель-
ных однородных слоёв, подтвердившее правильность расчёта распространения продоль-
ной волны вдоль главного диаметра планеты. Незначительное количественное отклоне-
ние вероятно связано с отличием радиуса кривизны границы между соседними слоями 
от нуля в численном эксперименте. Также было проведено моделирование распростра-
нения упругих волн из центра расширения в двумерной слоистой модели Земли PREM 
[2]. Показано качественное совпадение результатов численных расчётов с результатами, 
полученными другими исследователями с использованием неструктурных треугольных 
сеток [29]. Имеющиеся различия могут быть объяснены несовпадением используемых 
моделей планеты и начального возмущения, а также особенностью визуализации ре-
зультатов. 
 Поскольку одним из естественных источников сейсмических волн в недрах Земли 
является очаг землетрясения, представляется перспективным проведение численного 
решения задачи глобальной сейсмики с данным источником. В [33, 34] предложена ме-
ханико-математическая модель гипоцентра землетрясения вида «подвижка по разлому» 
как для двумерного, так и для трёхмерного случая. В них также проведено моделирова-
ние сейсмических процессов в ограниченных геологических массивах, в том числе мно-
гослойных. Дальнейшим направлением исследования авторы видят расширение идей 
указанных работ на задачу глобальной сейсмики, а также переход к полной трёхмерной 
постановке задачи, который будет обеспечен распараллеливанием вычислительных ал-
горитмов для многосеточной геометрии с использованием технологий MPI и OpenMP. 
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