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1. Введение

1.1. Основы теории

Рассматриваемая задача является задачей с ограничениями типа

равенств, которая является частным случаем общей задачи математиче­

ского программирования:

min
𝑥R𝑛

𝑓(𝑥)

𝑔𝑖(𝑥) = 0, 𝑖 = 1, . . . , 𝑙,

ℎ𝑗(𝑥) ≤ 0, 𝑗 = 1, . . . , 𝑘.

Задача с ограничениям типа равенства:

min
𝑥∈R𝑛

𝑓(𝑥)

𝑔𝑖(𝑥) = 0, 𝑖 = 1, . . . ,𝑚.
(1)

Задачи классифицируются на выпуклые, невыпуклые, линейные и

нелинейные. Выпуклые задачи весьма просты. В них целевая функция

𝑓(𝑥) и множество, задаваемое ограничениями 𝑔𝑖(𝑥) выпуклы, что сильно

упрощает их анализ и получение решений, чего нельзя сказать о невы­

пуклых, в которых возникает много тонкостей.

Важным инструментом при исследовании задач такого типа явля­

ется правило множителей Лагранжа[5]. Оно оперирует понятием регу­

лярной точки минимума.

Определение 1.1. Говорят, что 𝑥* – регулярная точка минимума, если

𝑓(𝑥), 𝑔𝑖(𝑥) являются непрерывно дифференцируемыми функциями в ее

окрестности и 𝑔′𝑖(𝑥
*) линейно независимы ∀ 𝑖 = 1, . . . ,𝑚.

Теорема 1.1.1. Если 𝑥* – регулярная точка минимума, то найдутся
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𝑦*1, . . . 𝑦
*
𝑚 такие, что

𝑓 ′(𝑥*) +
𝑚∑︁
𝑖=1

𝑦*𝑖 𝑔
′
𝑖(𝑥
*) = 0.

Числа 𝑦*1, . . . , 𝑦*𝑚 называются множителями Лагранжа. Правило мно­

жителей Лагранжа позволяет определить стационарные точки задачи.

Далее возникает вопрос о том, являются ли данные стационарные точки

точками локального минимума или нет. Для ответа на этот вопрос этого

есть необходимое и достаточное условия второго порядка:

Теорема 1.1.2. Пусть 𝑥* – регулярная точка минимума в задаче (1),

𝑓(𝑥) и 𝑔𝑖(𝑥) дважды непрерывно дифференцируемы в окрестности 𝑥*, а

𝑦*𝑖 , 𝑖 = 1, . . .𝑚 – множители Лагранжа. Тогда

⟨︀
𝐿′′𝑥𝑥(𝑥

*, 𝑦*)𝑠, 𝑠
⟩︀
=
⟨
(𝑓 ′′(𝑥*) +

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑦*𝑖 𝑔
′′
𝑖 (𝑥

*))𝑠, 𝑠)
⟩
≥ 0 (2)

для всех 𝑠 ∈ 𝒮 = {𝑠 :
⟨︀
𝑔′𝑖(𝑥

*), 𝑠
⟩︀
= 0, 𝑖 = 1, . . . ,𝑚}.

Иными словами, матрица 𝐿′′𝑥𝑥(𝑥
*, 𝑦*) неотрицательно определена на

касательном подпространстве 𝒮.

Теорема 1.1.3. Пусть 𝑔𝑖(𝑥
*) = 0, 𝑖 = 1, . . . ,𝑚, функции 𝑓(𝑥), 𝑔𝑖(𝑥) два­

жды непрерывно дифференцируемы в окрестности 𝑥*, пусть 𝑔′𝑖(𝑥
*), 𝑖 =

1, . . . ,𝑚 линейно независимы, выполнено необходимое условие миниму­

ма (2) и ⟨︀
𝐿′′𝑥𝑥(𝑥

*, 𝑦*)𝑠, 𝑠
⟩︀
> 0

при всех 𝑠 ∈ 𝒮. Тогда 𝑥* – точка локального минимума в задаче 1.

Стоит отметить, что в обычных курсах математического анализа

исследование задачи с ограничениями типа равенств заканчивается вы­
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водом условий экстремума, которые позволят найти решение. Для ака­

демических примеров, которые специально составлены в упражнениях

и заданиях, это так. Но на деле все гораздо сложнее. Зачастую система

уравнений, которую задает правило множителей Лагранжа оказывается

нелинейной, а возможности явно выписать решения нет.

Подлинное значение условий экстремума заключается в другом. С

их помощью строятся численные методы отыскания решения, они дают

возможность судить о его типе.

1.2. Численные методы

Выделяют методы нулевого, первого и второго порядков в зависи­

мости от порядка используемыех производных. Далее методы делятся на

прямые (в которых итерации ведутся в пространстве прямых перемен­

ных 𝑥) и двойственные (которые существенно используют двойственные

переменные 𝑦). Во многих методах на каждом шаге решается вспомога­

тельная задача. Это может быть задача безусловной минимизации, ли­

нейной функции при квадратичных ограничениях и многие другие. В

данной работе будем иметь дело с прямыми методами первого порядка,

в которых вычисляются градиенты 𝑓 ′(𝑥), 𝑔′(𝑥).

Приведем примеры стандартных методов минимизации для задачи

(1). Введем обозначение 𝑄 = {𝑥 : 𝑔𝑖(𝑥) = 0, 𝑖 = 1, . . . ,𝑚}.

1. Метод штрафных функций

𝑥𝑘 = argmin
𝑥∈𝑄

𝑓𝑘(𝑥), 𝑓𝑘(𝑥) = 𝑓(𝑥) +
1

2
𝐾𝑘‖𝑔(𝑥)‖2, 𝐾𝑘 →∞.

2. Метод проекции градиента

𝑥𝑘+1 = 𝑃𝑄(𝑥𝑘 − 𝛾𝑓 ′(𝑥𝑘)).



6

Приведенные в пример методы кардинально отличаются в следую­

щем смысле: последовательность точек, которая генерируется методом

штрафных функций, может не находиться в допустимом множестве 𝑄, в

то время как последовательность, генерируемая методом проекции гра­

диента всегда находится в 𝑄. Методы, предложенные в этой работе будут

схожи с методом проекции градиента, в смысле, описанном выше.

1.3. Минимизация на единичной сфере

Сформулируем постановку задачи в общем случае, однородном квад­

ратичном и неоднородном:

min
s.t. 𝑥∈S

𝑓(𝑥), (3)

min
s.t. 𝑥 ∈ S

1

2

⟨︀
𝐴𝑥, 𝑥

⟩︀
, (4)

min
s.t. 𝑥∈S

1

2

⟨︀
𝐴𝑥, 𝑥

⟩︀
−
⟨︀
𝑏, 𝑥
⟩︀
,

S = {𝑥 ∈ R𝑛 : ‖𝑥‖ = 1}.
(5)

Целевую функцию 𝑓(𝑥) считаем гладкой по Липшицу с константой

𝐿. Множество S является частным случаем Штифелева многообразия:

𝑉𝑘(R𝑛) = {𝑋 ∈ M𝑘×𝑛 : 𝑋𝑇𝑋 = 𝐼𝑘} – множества всех ортогональных

матриц размера 𝑛 на 𝑘. Поговорим о том, что известно из литературы. В

книге Фаддеевых [6], практически, рассмотрен случай (4), но не совсем

эквивалентный. Рассматривается задача

max

⟨︀
𝐴𝑥, 𝑥

⟩︀⟨︀
𝑥, 𝑥
⟩︀ .

Для решения применяется градиентный спуск, производится его анализ.
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Стоит отметить, что целевая функция весьма необычная:⟨︀
𝐴𝑥, 𝑥

⟩︀⟨︀
𝑥, 𝑥
⟩︀ =

⟨︀
𝐴𝑥, 𝑥

⟩︀
‖𝑥‖ · ‖𝑥‖

=
⟨
𝐴

𝑥

‖𝑥‖
,

𝑥

‖𝑥‖

⟩
.

Отсюда видно, что на целой прямой целевая функция принимает одно

и то же значение. Такой подход оказался не слишком удобен для (20) и

совершенно непригоден для (13).

Стоит обратить внимание на то, что решение задачи (4), как мы

увидим дальше, собственный вектор единичной длины, соответствующий

минимальному собственному значению. Если же вместо единичной сфе­

ры рассмотреть 𝑉𝑘(R𝑛) – Штифелево многообразие – все ортогональные

матрицы размера 𝑛 × 𝑘, и взять скалярное произведение в этом много­

образии, то решением задачи будут первые (по величине собственных

значений) 𝑘 собственных векторов.

Случай неоднородной квадратичной целевой функции подробно рас­

смотрен в [2]. Как часть статьи, рассматривается неоднородная квадра­

тичная функция на единичной сфере, проводится серьезное преобразова­

ние исходной задачи и сведение к более простой эквивалентной, методом

множителей Лагранжа задача сводится к решению однородной уравне­

ния.

Случай, когда целевая функция не имеет конкретного вида, в основ­

ном, рассматривается уже не на единичной сфере, а на её обобщении –

Штифелевом многообразии [3], [7]. В статье Эдельмана большое внима­

ние уделяется самому многообразию, геодезическим на нем, касательным

и нормальным подпространствам в точках. Рассматриваются несколь­

ко методом оптимизации. В статье Биртея рассматривается скорейший

градиентный спуск на Штифелевых многообразиях, описан алгоритм и

приведены численные результаты.
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О структуре данной работы: На примере общего случае в секции

3 рассмотрен один из методов оптимизации, который так же хорошо

ложится на частные случаи (4), (20). В секции 3 рассмотрен и про­

анализирован отдельный метод с тригонометрическим представлением

геодезической (дуга большого круга для сферы), в секции 2 рассмотрена

однородная квадратичная функция, и предложен еще один метод, немно­

го отличающийся от простого метода проекции градиента, и, наконец, в

секции 4 рассмотрен теоретический аспект задачи с неоднородной квад­

ратичной функцией.

2. Однородная квадратичная функция

Напомним формулировку:

min
s.t. 𝑥 ∈ S

1

2

⟨︀
𝐴𝑥, 𝑥

⟩︀
,

S = {𝑥 ∈ R𝑛 : ‖𝑥‖ = 1}.
(6)

2.1. Теоретические вопросы

Докажем ряд лемм, которые дадут представление о происходящем.

Для этого нам понадобится функция Лагранжа

𝐿 =
1

2

⟨︀
𝐴𝑥, 𝑥

⟩︀
− 𝜆

2

(︁
‖𝑥‖2 − 1

)︁
. (7)

Лемма 2.1.1. Стационарные точки в задаче (4) - собственные векто­

ры матрицы 𝐴 единичной длины.

Доказательство. С помощью необходимого условия минимума первого
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порядка, определим стационарные точки:

∇𝐿 =

⎛⎝𝐴𝑥− 𝜆𝑥

‖𝑥‖2 − 1

⎞⎠ = 0

Отсюда видно, что стационарные точки - собственные векторы матрицы

𝐴, соответствующие собственным значениям 𝜆, по норме равные 1:

𝐴𝑒𝑖 = 𝜆𝑖𝑒𝑖

‖𝑒𝑖‖ = 1
(8)

Покажем, что решение (4) - собственный вектор, соответствующий

минимальному собственному значению. Упорядочим собственные значе­

ние по возрастанию: 𝜆1 < 𝜆2 < · · · < 𝜆𝑛.

С помощью достаточного условия минимума второго порядка, убе­

димся в том, что наименьший собственный вектор - глобальный мини­

мум.

Теорема 2.1.2. Решение задачи (4) - собственный вектор 𝐴, соответ­

ствующий наименьшему собственному значению.

Доказательство.

𝐿𝑥𝑥 = 𝐴− 𝜆𝐼.

Достаточное условие минимума второго порядка говорит о том, что

эта матрица должна быть положительно определена на касательном под­

пространстве к стационарной точке 𝑥*. Обозначим его за 𝒮:

𝒮 = {𝑠 : (𝑠, 2𝑥*) = 0}. (9)



10

Для начала рассмотрим стационарную точку (𝑥*, 𝜆*). Поскольку 𝑥*

- собственный вектор матрицы 𝐴, например с номером 𝑘, то в разложе­

нии 𝑠 по собственным векторам 𝐴 𝑘-го собственного вектора не будет.

Пусть {𝑒𝑖}𝑛𝑖=1 - собственные векторы 𝐴, соответствующие собственным

значениям 𝜆𝑖. Тогда

𝑠 =
𝑛∑︁

𝑖=1, 𝑖̸=𝑘

𝛼𝑖𝑒𝑖.

Рассмотрим квадратичную форму из достаточного условия минимума

второго порядка:

⟨
(𝐴− 𝜆*𝐼)𝑠, 𝑠

⟩
=
⟨
(𝐴− 𝜆*𝐼)

𝑛∑︁
𝑖=1, 𝑖̸=𝑘

𝛼𝑖𝑒𝑖,

𝑛∑︁
𝑖=1, 𝑖̸=𝑘

𝛼𝑖𝑒𝑖

⟩
=

=
⟨ 𝑛∑︁

𝑖=1, 𝑖̸=𝑘

𝛼𝑖𝜆𝑖𝑒𝑖 − 𝜆*𝛼𝑖𝑒𝑖,

𝑛∑︁
𝑖=1, 𝑖̸=𝑘

𝛼𝑖𝑒𝑖

⟩
=

=
𝑛∑︁

𝑖=1, 𝑖̸=𝑘

𝛼2
𝑖 (𝜆𝑖 − 𝜆*).

Напомним, что 𝜆* = 𝜆𝑘 - какое-то собственное значение. Таким образом,

в силу произвольности 𝛼𝑖, последнее выражение больше нуля, когда все

(𝜆𝑖−𝜆𝑘) ≥ 0 ⇐⇒ 𝑘 = 1. Стационарная точка, соответвующая этому 𝜆1

- наименьший собственный вектор.

Замечание 2.1.1. Говоря более точно, в задаче (4) два локальных ми­

нимума – ±𝑒1. Поскольку однородная квадратичная функция является

четной, то ±𝑒1 дают одинаковые значения целевой функции.

Замечание 2.1.2. Стационарные точки – собственные векторы – с

номерами больше 1 не являются локальными минимумами.

Доказательство. Действительно, необходимое условие второго порядка

говорит о том, что 𝐿𝑥𝑥 ⪰ 0 на касательном подпространстве 𝒮. Повторая
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рассуждения из предыдущей теоремы,

𝑛∑︁
𝑖=1, 𝑖̸=𝑘

𝛼2
𝑖 (𝜆𝑖 − 𝜆𝑘) ≥ 0. (10)

Допустим, что 𝑘 > 1. Тогда положим 𝛼𝑙 = 0 ∀𝑙 ̸= 1, а 𝛼1 = 1. Тогда (10)

будет выглядеть следующим образом

𝜆1 − 𝜆𝑘 < 0.

Что означает, что необходимое условие минимума второго порядка не

выполнено и 𝑒𝑘, 𝑘 > 1, не может быть локальным минимумом.

2.2. Метод решения. Модифицированный метод проекции

градиента

Немного улучшим, в некотором смысле, метод проекции градиента.

Напомним его вид:

𝑥𝑘+1 =
𝑥𝑘 − 𝛾𝑓 ′(𝑥𝑘)

‖𝑥𝑘 − 𝛾𝑓 ′(𝑥𝑘)‖

Для начала посмотрим на рисунок и объясним смысл происходящего:

Пусть дана точка 𝑥𝑘, градиент целевой функции в этой точке 𝑓 ′(𝑥𝑘)

и шаг 𝛾. Вместо того, чтобы просто проецировать 𝑥𝑘 − 𝛾𝑓 ′(𝑥𝑘) на сфе­

ру (красный вектор), будем сначала проецировать 𝑥𝑘 − 𝛾𝑓 ′(𝑥𝑘) на 𝐺𝑘

– касательную к сфере, содержащую 𝑥𝑘 и 𝑓 ′(𝑥𝑘), в точке 𝑥𝑘 – получим

𝑃𝐺𝑘

(︀
𝑥𝑘 − 𝛾𝑓 ′(𝑥𝑘)

)︀
. А потом уже на сферу:

𝑥𝑘+1 =
𝑃𝐺𝑘

(︀
𝑥𝑘 − 𝛾𝑓 ′(𝑥𝑘)

)︀
‖𝑃𝐺𝑘

(︀
𝑥𝑘 − 𝛾𝑓 ′(𝑥𝑘)

)︀
|
.

Получим вид 𝐺𝑘. Лемму докажем для произвольных неколлинеар­

ных векторов, но оставим обозначения градиентов и точек, чтобы не
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Рис. 1. Модифицированный метод проекции градиента

𝑥

𝑦

𝑥𝑘

𝐺𝑘

𝑥𝑘 − 𝛾𝑓 ′(𝑥𝑘)

Старый 𝑥𝑘+1
𝑃𝐺𝑘

(︀
𝑥𝑘 − 𝛾𝑓 ′(𝑥𝑘)

)︀
Новый 𝑥𝑘+1

розниться с рисунком.

Лемма 2.2.1. Пусть 𝑥𝑘 ∈ S, S = {𝑠 ∈ R𝑛 : ‖𝑠‖ = 1}, 𝑓 ′(𝑥𝑘) - вектор

из R𝑛 Тогда любой элемент 𝐺𝑘 = 𝑥𝑘 +∇S∩ 𝑆𝑝𝑎𝑛(𝑥𝑘, 𝑓 ′(𝑥𝑘)) = {𝑥𝑘 + 𝑥 :

(𝑦, 𝑥) = 0, 𝑦 ∈ 𝑆𝑝𝑎𝑛(𝑥𝑘, 𝑓
′(𝑥𝑘))} описывается следующим выражением:

𝑥𝑘 + 𝛽
(︀
𝑓 ′(𝑥𝑘)−

⟨︀
𝑥𝑘, 𝑓

′(𝑥𝑘)
⟩︀
𝑥𝑘
)︀
, 𝛽 ∈ R. (11)

Доказательство. Основной вопрос - получить вид∇S∩𝑆𝑝𝑎𝑛(𝑥𝑘, 𝑓 ′(𝑥𝑘)).

Множество∇S∩𝑆𝑝𝑎𝑛(𝑥𝑘, 𝑓 ′(𝑥𝑘)) является пересечением гиперплоскости,

содержащей все вектора, ортогональные 𝑥𝑘, с гиперплоскостью, натяну­

той на 𝑥𝑘 и 𝑓 ′(𝑥𝑘). Формально:

∇S∩𝑆𝑝𝑎𝑛(𝑥𝑘, 𝑓 ′(𝑥𝑘)) = {𝑦 : 𝑦 = 𝛼𝑥𝑘+𝛽𝑓 ′(𝑥𝑘),
⟨︀
𝑦, 𝑥𝑘

⟩︀
= 0, 𝛼, 𝛽 ∈

R𝑛}.

Остается только уточнить 𝛼 и 𝛽.
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0 =
⟨︀
𝑦, 𝑥𝑘

⟩︀
= 𝛼

⟨︀
𝑥𝑘, 𝑥𝑘

⟩︀⏟  ⏞  
=1

+ 𝛽
⟨︀
𝑓 ′(𝑥𝑘), 𝑥𝑘

⟩︀
=⇒

=⇒ 𝛼 = −
⟨︀
𝑥𝑘, 𝑓

′(𝑥𝑘)
⟩︀
𝛽.

Итак, мы получили, что ∇S ∩ 𝑆𝑝𝑎𝑛(𝑥𝑘, 𝑓
′(𝑥𝑘)) = {𝑦 : 𝑦 = 𝛽(𝑓 ′(𝑥𝑘) −⟨︀

𝑥𝑘, 𝑓
′(𝑥𝑘)𝑥𝑘

⟩︀
), 𝛽 ∈ R𝑛}. Остается к этому множеству прибавить 𝑥𝑘 и

получить требуемое утверждение.

Теперь получим выражение для 𝑃𝐺𝑘
(𝑥𝑘−𝛾𝑓 ′(𝑥𝑘)). Для начала отме­

тим, что этот вектор принадлежит 𝐺𝑘, то есть он имеет вид (11). Здесь

нужно обратить внимание на то, что вектор a = 𝑥𝑘− 𝛾𝑓 ′(𝑥𝑘)−𝑃𝐺𝑘
(𝑥𝑘−

𝛾𝑓 ′(𝑥𝑘)) – синий вектор на рисунке 1 – ортогонален∇S∩𝑆𝑝𝑎𝑛(𝑥𝑘, 𝑓 ′(𝑥𝑘)).

Отсюда и найдем число 𝛽, которое задает позицию на 𝐺𝑘.

Лемма 2.2.2. В условиях леммы (2.2.1)

𝑃𝐺𝑘
(𝑥𝑘 − 𝛾𝑓 ′(𝑥𝑘)) = 𝑥𝑘 − 𝛾𝑓 ′(𝑥𝑘) + 𝛾

⟨︀
𝑥𝑘, 𝑓

′(𝑥𝑘)
⟩︀
𝑥𝑘.

Доказательство. Будем следовать идее, описанной прямо перед форму­

лировкой леммы.

a = ��𝑥𝑘+𝛽𝑓 ′(𝑥𝑘)−𝛽
⟨︀
𝑥𝑘, 𝑓

′(𝑥𝑘)
⟩︀
𝑥𝑘−��𝑥𝑘+𝛾𝑓 ′(𝑥𝑘) = 𝛾𝑓 ′(𝑥𝑘)+𝛽𝑓 ′(𝑥𝑘)−

𝛽
⟨︀
𝑥𝑘, 𝑓

′(𝑥𝑘)
⟩︀
𝑥𝑘.

Теперь потребуем, чтобы вектор a был отрогонален∇S∩𝑆𝑝𝑎𝑛(𝑥𝑘, 𝑓 ′(𝑥𝑘)),

то есть любому вектору, сонаправленному с 𝑓 ′(𝑥𝑘) −
⟨︀
𝑥𝑘, 𝑓

′(𝑥𝑘)
⟩︀
𝑥𝑘. По­

лучим:
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⟨
𝑓 ′(𝑥𝑘)(𝛾 + 𝛽)− 𝛽(𝑥𝑘, 𝑓

′(𝑥𝑘))𝑥𝑘, 𝑓
′(𝑥𝑘)− (𝑥𝑘, 𝑓

′(𝑥𝑘))𝑥𝑘

⟩
=

=
⟨
𝑓 ′(𝑥𝑘), 𝑓

′(𝑥𝑘)
⟩
(𝛾 + 𝛽)−

− 𝛽
⟨
𝑥𝑘, 𝑓

′(𝑥𝑘)
⟩2
−
⟨
𝑓 ′(𝑥𝑘), 𝑥𝑘

⟩2
(𝛾 + 𝛽) + 𝛽

⟨
𝑥𝑘, 𝑓

′(𝑥𝑘)
⟩2

= 0.

Отсюда видно, что 𝛾 = −𝛽. Таким образом

𝑃𝐺𝑘
(𝑥𝑘 − 𝛾𝑓 ′(𝑥𝑘)) = 𝑥𝑘 − 𝛾𝑓 ′(𝑥𝑘) + 𝛾

⟨
𝑥𝑘, 𝑓

′(𝑥𝑘)
⟩
𝑥𝑘 =

= 𝑥𝑘(1 + 𝛾
⟨
𝑥𝑘, 𝑓

′(𝑥𝐾)
⟩
𝑥𝑘)− 𝛾𝑓 ′(𝑥𝑘).

Перед тем, как записать метод, обратим внимание на то, что метод

с постоянным шагом неуместен. Мы покажем это чуть дальше. Схему

метода записать нужно, она понадобится для анализа.
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Алгоритм 1 Модифицированный метод проекции градиента
1: 𝜀← точность
2: 𝑥0 ← 𝑠 ∈ S
3: 𝑘 ← 1
4: Вычислить 𝑓 ′(𝑥𝑘−1)
5: Выбрать шаг 𝛾𝑘

6: 𝑥𝑘 ←
𝑥𝑘−1

(︁
1+𝛾𝑘

⟨︀
𝑥𝑘−1,𝑓

′(𝑥𝑘−1)
⟩︀)︁
−𝛾𝑘𝑓 ′(𝑥𝑘−1)

‖𝑥𝑘−1

(︁
1+𝛾𝑘

⟨︀
𝑥𝑘−1,𝑓 ′(𝑥𝑘−1)

⟩︀)︁
−𝛾𝑘𝑓 ′(𝑥𝑘−1)‖

7: До тех пока ‖𝑥𝑘−1 − 𝑥𝑘‖2 > 𝜀 выполнять
8: 𝑘 ← 𝑘 + 1
9: Вычислить 𝑓 ′(𝑥𝑘−1)

10: Выбрать шаг 𝛾𝑘

11: 𝑥𝑘 ←
𝑥𝑘−1

(︁
1+𝛾𝑘

⟨︀
𝑥𝑘−1,𝑓

′(𝑥𝑘−1)
⟩︀)︁
−𝛾𝑘𝑓 ′(𝑥𝑘−1)

‖𝑥𝑘−1

(︁
1+𝛾𝑘

⟨︀
𝑥𝑘−1,𝑓 ′(𝑥𝑘−1)

⟩︀)︁
−𝛾𝑘𝑓 ′(𝑥𝑘−1)‖

12: Конец цикла
Возвратить 𝑥𝑘

Применим данный подход к 𝑓(𝑥) = 1
2

⟨︀
𝐴𝑥, 𝑥

⟩︀
. Введем обозначения

𝑎𝑘𝑖 =
⟨︀
𝐴𝑖𝑥𝑘, 𝑥𝑘

⟩︀
,

заметим, что 𝑎𝑘1 = 𝑓(𝑥𝑘). В Алгоритме 1 шаг 11 выглядит следующим

образом:

𝑥𝑘+1 =
𝑥𝑘(1 + 𝛾𝑘𝑎

𝑘
1)− 𝛾𝑘𝐴𝑥𝑘

‖𝑥𝑘(1 + 𝛾𝑘𝑎𝑘1)− 𝛾𝑘𝐴𝑥𝑘‖
.

Рассмотрим 𝑓(𝑥𝑘+1)− 𝑓(𝑥𝑘) = Δ𝑓𝑘.
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Δ𝑓𝑘 =

[︁⟨︀
𝐴(𝑥𝑘(1 + 𝛾𝑘𝑎

𝑘
1 − 𝛾𝑘𝐴𝑥𝑘)), (𝑥𝑘(1 + 𝛾𝑘𝑎

𝑘
1 − 𝛾𝑘𝐴𝑥𝑘)

⟩︀]︁
‖𝑥𝑘(1 + 𝛾𝑘𝑎𝑘1)− 𝛾𝑘𝐴𝑥𝑘‖2

− 𝑎𝑘1 =

=
𝛾2
𝑘

𝛼𝑘⏞  ⏟  
(𝑎𝑘3 + 2(𝑎𝑘1)

3 − 3𝑎𝑘1𝑎
𝑘
2)− 2𝛾𝑘

𝛽𝑘⏞  ⏟  
(𝑎𝑘2 − 𝑎𝑘1)

𝛾2
𝑘(𝑎

𝑘
2 − 𝑎𝑘1) + 1

=

=
𝛾2
𝑘𝛼𝑘 − 2𝛾𝑘𝛽𝑘
𝛾2
𝑘𝛽𝑘 + 1

=
𝛾𝑘(𝛾𝑘𝛼𝑘 − 2𝛽𝑘)

𝛾2
𝑘𝛽𝑘 + 1

.

Обратим внимание на 𝛼𝑘 и 𝛽𝑘. Величина 𝛼𝑘 может принимать как

положительные, так и отрицательные значения. Величина 𝛽𝑘 неотрица­

тельна, в силу неравенства Коши-Буняковского:

(𝑎𝑘1)
2 =

⟨︀
𝐴𝑥𝑘, 𝑥𝑘

⟩︀2 ≤ ⟨︀𝐴𝑥𝑘, 𝐴𝑥𝑘⟩︀ · ⟨︀𝑥𝑘, 𝑥𝑘⟩︀ = 𝑎𝑘2.

Поговорим о поведении Δ𝑓𝑘 в зависимости от 𝛾𝑘. и знака 𝛼𝑘.

∙ 𝛼𝑘 > 0, Δ𝑓𝑘 < 0 при 𝛾𝑘 <
2𝛽𝑘

𝛼𝑘
.

∙ 𝛼𝑘 < 0, Δ𝑓𝑘 < при любом положительном 𝛾𝑘.

Построим графики поведения Δ𝑓𝑘 в зависимости от 𝛾𝑘 на примере функ­

ции с матрицей

𝐴 =

⎛⎜⎜⎜⎝
100 0 0

0 −70 0

0 0 −15

⎞⎟⎟⎟⎠ .

Легко видеть, как из рисунков, так и из выражения для Δ𝑓𝑘, что

при отрицательном 𝛼𝑘 шаг можно брать любой положительный. Так же

видно, что в обоих случах имеет место шаг, дающий минимальное значе­

ние Δ𝑓𝑘.
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Рис. 2. 𝛼𝑘 > 0, 𝛼𝑘 < 0

Лемма 2.2.3. Пусть при решении задачи (4) применяется Алгоритм 1.

Тогда шаг, минимизирующий Δ𝑓𝑘 - разность значений функции в двух

соседних точках метода, дается выражением

𝛾𝑘 =
2𝛽𝑘

𝛼𝑘 +
√︀
𝛼2
𝑘 + 4𝛽3

𝑘

.

Доказательство. Вычислим стационарные точки Δ𝑓𝑘

Δ𝑓 ′𝑘 =
(2𝛾𝑘𝛼𝑘 − 2𝛽𝑘)(𝛾

2
𝑘𝛽𝑘 + 1)− (2𝛾𝑘𝛽𝑘)(𝛾

2
𝑘𝛼𝑘 − 2𝛾𝑘𝛽𝑘)

(𝛾2
𝑘𝛽𝑘 + 1)2

=

=
2𝛾3

𝑘𝛼𝑘𝛽𝑘 + 2𝛾𝑘𝛼𝑘 − 2𝛽2
𝑘𝛾

2
𝑘 − 2𝛽𝑘 − 2𝛾3

𝑘𝛽𝑘𝛼𝑘 + 4𝛾2
𝑘𝛽

2
𝑘

(𝛾2
𝑘𝛽𝑘 + 1)2

=

=
2𝛾2

𝑘𝛽
2
𝑘 + 2𝛾𝑘𝛼𝑘 − 2𝛽𝑘
(𝛾2

𝑘𝛽𝑘 + 1)2
=

= 2

(︁
𝛾𝑘 −

−𝛼𝑘+
√

𝛼2
𝑘+4𝛽3

𝑘

2𝛽2
𝑘

)︁(︁
𝛾𝑘 −

−𝛼𝑘−
√

𝛼2
𝑘+4𝛽3

𝑘

2𝛽2
𝑘

)︁
(𝛾2

𝑘𝛽𝑘 + 1)2
= 0.

Отсюда очевидно, что нам нужен корень −𝛼𝑘+
√

𝛼2
𝑘+4𝛽3

𝑘

2𝛽2
𝑘

, поскольку он по­

ложителен, он больше другого корня, между ними Δ𝑓 ′𝑘 отрицательна,

а после этого корня она положительна. Значит −𝛼𝑘+
√

𝛼2
𝑘+4𝛽3

𝑘

2𝛽2
𝑘

доставляет

минимум Δ𝑓𝑘.
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Теперь слегка преобразуем его

𝛾𝑘 =
−𝛼𝑘 +

√︀
𝛼2
𝑘 + 4𝛽3

𝑘

2𝛽2
𝑘

=
(−𝛼𝑘 +

√︀
𝛼2
𝑘 + 4𝛽3

𝑘)(𝛼𝑘 +
√︀
𝛼2
𝑘 + 4𝛽3

𝑘)

2𝛽2
𝑘(𝛼𝑘 +

√︀
𝛼2
𝑘 + 4𝛽3

𝑘)
=

=
2𝛽𝑘

𝛼𝑘 +
√︀
𝛼2
𝑘 + 4𝛽3

𝑘

.

Теперь зададим начальное приближение 𝑥0 ∈ S, не являющееся ста­

ционарной точкой – собственным вектором матрицы 𝐴. Нормированные

на единицу собственные векторы матрицы 𝐴 обозначим как {𝑒𝑖}𝑛𝑖=1, 𝜆𝑖

- соответствующие им собственные значения. Индексы упорядочим по

возрастанию собственных значений. Будем считать, что

𝑥0 =
𝑛∑︁

𝑖=1

𝑐0𝑖 𝑒𝑖, 𝑐0𝑖 ̸= 0 ∀𝑖 = 1, . . . , 𝑛

то есть в разложении 𝑥0 по ОНБ из собственных векторов присутствуют

все собственные вектора. Можно от этого отказаться, на ход последую­

щих рассуждений это не повлияет. Если отказаться от этого предположе­

ния, то вместо всех собственных векторов будем работать лишь с теми,

которые входят в инвариантное подпространство, порожденное 𝑥0. То

есть собственные вектора, присутствующие в разложении 𝑥0 по ним же.

Сперва покажем, что по мере работы метода, метод ”не разворачи­

вает” 𝑥-ы по направлению 𝑒1. Более того, проекция на этот вектор в нуль

не обращается, если в 𝑥0 не была таковой.

Лемма 2.2.4. Пусть 𝑥0 =
∑︀𝑛

𝑖=1 𝑐
0
𝑖 𝑒𝑖, 𝑐

0
1 > 0. Тогда для последователь­

ности, генерируемой Алгоритмом 1, выполнено 𝑐𝑘1 > 0 ∀ 𝑘 > 0.

Доказательство. Пусть мы находимся на итерации 𝑘 + 1. Посмотрим
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на 𝑐𝑘+1
1 :

𝑐𝑘+1
1 = (𝑥𝑘+1, 𝑒1) =

⟨︀
𝑥𝑘(1 + 𝛾𝑘𝑎

𝑘
1)− 𝛾𝑘𝐴𝑥𝑘, 𝑒1

⟩︀
‖𝑥𝑘(1 + 𝛾𝑘𝑎𝑘1)− 𝛾𝑘𝐴𝑥𝑘‖

=

=
(𝑐𝑘1(1 + 𝛾𝑘𝑎

𝑘
1)− 𝛾𝑘

=(𝑥𝑘,𝐴𝑒1)=𝜆1𝑐
𝑘
1⏞  ⏟  

(𝐴𝑥𝑘, 𝑒1) )

‖𝑥𝑘(1 + 𝛾𝑘𝑎𝑘1)− 𝛾𝑘𝐴𝑥𝑘‖
=

=
1

‖𝑥𝑘(1 + 𝛾𝑘𝑎𝑘1)− 𝛾𝑘𝐴𝑥𝑘‖
(1 + 𝛾𝑘(𝑎

𝑘
1 − 𝜆1))𝑐

𝑘
1 = · · · =

𝑘∏︁
𝑖=0

1

‖𝑥𝑖(1 + 𝛾𝑘𝑎𝑖1)− 𝛾𝑘𝐴𝑥𝑖‖
(1 + 𝛾𝑘(𝑎

𝑖
1 − 𝜆1))𝑐

0
1 > 0,

ибо 𝑐01 > 0 по условию, а 𝑎𝑖1 − 𝜆1 ≥ 0, поскольку 𝑎𝑖1 - значение целевой

функции на 𝑖-й итерации, которое не может быть меньше оптимального

– 𝜆1.

Заметим, что требование на знак 𝑐01 не умаляет общности. Теперь по­

кажем, что имеет место сходимость метода к наименьшему собственному

вектору в двух теоремах.

Теорема 2.2.5. Если в Алгоритме 1 выбирать шаг как в Лемме 2.2.3,

то последовательность {𝑥𝑘}, генерируемая Алгоритмом 1, сходится к

собственному вектору.

Доказательство. Перепишем шаг 11 в алгоритме следующим образом:

𝑥𝑘+1 =
𝑥𝑘 − 𝛾𝑘𝜉𝑘
‖𝑥𝑘 − 𝛾𝑘𝜉𝑘‖

,

𝜉𝑘 = −𝑎𝑘1𝑥𝑘 + 𝐴𝑥𝑘.

Рассмотрим квадрат нормы этого вектора – ‖𝜉𝑘‖2 :

⟨︀
𝜉𝑘, 𝜉𝑘

⟩︀
= (𝑎𝑘1)

2 + 𝑎𝑘2 − 2(𝑎𝑘1)
2 = 𝑎𝑘2 − (𝑎𝑘1)

2 = 𝛽𝑘.
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С другой стороны, если разложить 𝑥𝑘 по собственным векторам,

𝑥𝑘 =
𝑛∑︁

𝑖=1

𝑐𝑘𝑖 𝑒𝑖,

то ‖𝜉𝑘‖2 можно представить в следующем виде:

⟨︀
𝜉𝑘, 𝜉𝑘

⟩︀
=
⃦⃦⃦
− 𝑎𝑘1

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑐𝑘𝑖 𝑒𝑖 +
𝑛∑︁

𝑖=1

𝐴𝑐𝑘𝑖 𝑒𝑖

⃦⃦⃦2
=

= (𝑎𝑘1)
2

𝑛∑︁
𝑖=1

(𝑐𝑘𝑖 )
2 + (𝑐𝑘𝑖 )

2𝜆2
𝑖 − 2

𝑛∑︁
𝑖=1

(𝑐𝑘𝑖 )
2𝜆𝑖𝑎

𝑘
1 =

=
𝑛∑︁

𝑖=1

(𝑐𝑘𝑖 )
2
[︀
(𝑎𝑘1)

2 − 2𝜆𝑖𝑎
𝑘
1 + 𝜆2

𝑖

]︀
=

=
𝑛∑︁

𝑖=1

(𝑐𝑘𝑖 )
2
[︀
𝑎𝑘1 − 𝜆𝑖

]︀2
.

(12)

Еще раз обратим внимание на то, что 𝑎𝑘1 = 𝑓(𝑥𝑘).

Тут остановимся и подумаем, что было бы, если < 𝜉𝑘, 𝜉𝑘 >→ 0?

Согласно аксиомам нормы равенство нулю достигается только и только

тогда, когда 𝜉𝑘 = 0. Рассмотрим вид 𝜉𝑘 и обратим его в нуль:

𝜉𝑘 = 𝛾𝑘𝐴𝑥𝑘 −
⟨︀
𝐴𝑥𝑘, 𝑥𝑘

⟩︀
𝑥𝑘 = 0 =⇒

=⇒ 𝐴𝑥𝑘 =

⟨︀
𝐴𝑥𝑘, 𝑥𝑘

⟩︀
𝛾𝑘

𝑥𝑘.

Это очень похоже на условие стационарности – градиент в точке пропор­

ционален самой точке. То есть в последнем выражении в (12) просходило

бы следующее: поскольку в сумме все слагаемые неотрицательны, то все

они должны были бы стремиться к нулю. Либо
[︀
𝑎𝑘1 − 𝜆𝑖

]︀2 → 0, либо

(𝑐𝑘𝑖 )
2 → 0. Лишь с помощью всех (𝑐𝑘𝑖 )

2 мы не смогли бы удовлетворить

стремление всех слагаемых к нулю. Действительно, ведь 𝑐𝑘𝑖 - коэффи­
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циенты разложения 𝑥𝑘 по собственным векторам, сумма их квадратов

должна давать единицу:

𝑛∑︁
𝑖=1

(𝑐𝑘𝑖 )
2 = 1 ∀𝑘.

Есть степень свободы: число 𝑎𝑘1 . Для какого-то одного слагаемого 𝑎𝑘1 →

𝜆𝑖 (пока не знаем к какому именно 𝜆𝑖), а во всех остальных слагаемых

(𝑐𝑘𝑖 )
2 → 0.

Покажем, что
⟨︀
𝜉𝑘, 𝜉𝑘

⟩︀
= 𝛽𝑘 → 0. Для этого рассмотрим Δ𝑓𝑘 =

𝑓(𝑥𝑘+1)− 𝑓(𝑥𝑘) и просуммируем от 0 до 𝑠:

𝑓(𝑥𝑠)− 𝑓(𝑥0) =
𝑠∑︁

𝑖=1

𝛾2
𝑘𝛼𝑘 − 2𝛾𝑘𝛽𝑘
𝛾2
𝑘𝛽

2
𝑘 + 1

.

Устремим 𝑠→∞, получим

𝑓(𝑧)− 𝑓(𝑥0) =
∞∑︁
𝑖=1

𝛾2
𝑘𝛼𝑘 − 2𝛾𝑘𝛽𝑘
𝛾2
𝑘𝛽

2
𝑘 + 1

.

При этом 𝑧 ∈ S, поскольку эта точка сгенерирована Алгоритмом 1, кото­

рый не уводит точки со сферы. Заметим, что слева стоит число. Действи­

тельно, ведь 𝑓(𝑥) = 1
2 < 𝐴𝑥, 𝑥 > - непрерывная функция, а S - компакт.

Это значит, что функция ограничена и слева действительно конечное

число.

Отсюда следуюет сходимость ряда, что стоит справа, по определе­

нию. По необходимому условию сходимости ряда, 𝛾2
𝑘𝛼𝑘−2𝛾𝑘𝛽𝑘

𝛾2
𝑘𝛽

2
𝑘+1

→ 0. То же
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верно и для его модуля. Рассмотрим его подробнее:

|Δ𝑓𝑘(𝛾𝑘)| =
⃒⃒⃒𝛾2

𝑘𝛼𝑘 − 2𝛾𝑘𝛽𝑘
𝛾2
𝑘𝛽

2
𝑘 + 1

⃒⃒⃒
=

=

⃒⃒⃒⃒
⃒

4𝛽2
𝑘𝛼𝑘

(𝛼𝑘+
√

𝛼2
𝑘+4𝛽3

𝑘)
2
− 4𝛽2

𝑘

(𝛼𝑘+
√

𝛼2
𝑘+4𝛽3

𝑘)

4𝛽3
𝑘𝛼𝑘

(𝛼𝑘+
√

𝛼2
𝑘+4𝛽3

𝑘)
2
+ 1

⃒⃒⃒⃒
⃒ =

=
2𝛽2

𝑘

√︀
𝛼2
𝑘 + 4𝛽3

𝑘

4𝛽3
𝑘 + 𝛼2

𝑘 + 𝛼𝑘

√︀
𝛼2
𝑘 + 4𝛽3

𝑘

.

По необходимому условию сходимости ряда и теореме о двух милиционе­

рах (последовательность поджата снизу нулем, а сверху последователь­

ностью, сходящейся туда же), выражение сверху сходится к нулю. За счет

чего оно может стремиться к нулю? Только засчет числителя, поскольку

знаменатель ограничен сверху. Это возможно тогда, когда 𝛽2
𝑘 → 0, либо

выражение под корнем сходится к нулю. Для второго 𝛽3
𝑘 → 0 и 𝛼2

𝑘 → 0,

поскольку обе величины положительны. В каждом случае предположим

противное:

∙ 𝛽𝑘 → 𝛽 ̸= 0, 𝛼𝑘 → 0 :

В таком случае |Δ𝑓𝑘(𝛾𝑘)| → 1
𝛽𝑘

��→0 – противоречение со сходимо­

стью |Δ𝑓𝑘| к нулю.

∙ 𝛽𝑘 → 𝛽 ̸= 0, 𝛼𝑘 → 𝛼 ̸= 0 :

В таком случае |Δ𝑓𝑘(𝛾𝑘)| → 1
𝛽𝑘
→ 2𝛽2

√
𝛼2+4𝛽3

4𝛽3+𝛼2+𝛼
√

𝛼2+4𝛽3
��→0 – противоре­

чение со сходимостью |Δ𝑓𝑘| к нулю.

В любом случае получено противоречие, значит 𝛽𝑘 → 0. Что нам и нуж­

но. Итак, мы выяснили, что 𝛽𝑘 → 0. То есть
⟨︀
𝜉𝑘, 𝜉𝑘

⟩︀
→ 0. Значит все

рассуждения о сходимости 𝑎𝑘1 = 𝑓(𝑥𝑘) к собственному значению справед­

ливы. Это означает, что имеет место сходимость к стационарной точке –

собственному вектору.
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Финальный шаг:

Теорема 2.2.6. В условиях Теоремы (2.2.5) имеет место сходимость

к наименьшему собственному вектору.

Доказательство. Докажем от противного. Пусть имеет место сходимость

не к наименьшему собственному вектору, а к 𝑗-му. Тогда верно, что⃒⃒⃒⃒
⃒𝑐𝑘+1

1

𝑐𝑘+1
𝑗

⃒⃒⃒⃒
⃒→ 0, 𝑗 > 1.

Рассмотрим это отношение подробнее:⃒⃒⃒⃒
⃒𝑐𝑘+1

1

𝑐𝑘+1
𝑗

⃒⃒⃒⃒
⃒ =

⃒⃒⃒⃒
⃒(1 + 𝛾𝑘(𝑎

𝑘
1 − 𝜆1))

(1 + 𝛾𝑘(𝑎𝑘1 − 𝜆𝑗))

⃒⃒⃒⃒
⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒𝑐𝑘1𝑐𝑘𝑗
⃒⃒⃒⃒
⃒ =

=

⃒⃒⃒⃒
⃒(1 + 𝛾(𝑎𝑘1 − 𝜆𝑗) + 𝛾𝑘(𝜆𝑗 − 𝜆1))

(1 + 𝛾(𝑎𝑘1 − 𝜆𝑗))

⃒⃒⃒⃒
⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒𝑐𝑘1𝑐𝑘𝑗
⃒⃒⃒⃒
⃒ =

=

⃒⃒⃒⃒
⃒1 + 𝛾𝑘(𝜆𝑗 − 𝜆1)

(1 + 𝛾𝑘(𝑎𝑘1 − 𝜆𝑗))

⃒⃒⃒⃒
⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒𝑐𝑘1𝑐𝑘𝑗
⃒⃒⃒⃒
⃒ >

⃒⃒⃒⃒
⃒𝑐𝑘−11

𝑐𝑘−1𝑗

⃒⃒⃒⃒
⃒.

Левый множитель в последнем элементе цепочки равенств больше едини­

цы, поскольку дробь положительна. Действительно, 𝜆𝑗 > 𝜆1, а 𝑎𝑘1−𝜆𝑗 > 0

по свойству шага – он всегда уменьшает значение функции 𝑎𝑘1 = 𝑓(𝑥𝑘),

значит мы подбираемся к оптимальному значению сверху. В итоге, полу­

чено противоречие со сходмостью

⃒⃒⃒⃒
⃒𝑐𝑘+1

1

𝑐𝑘+1
𝑗

⃒⃒⃒⃒
⃒→ 0, 𝑗 > 1.

Замечание 2.2.1. Из полученных результатов видно, что постоян­

ный шаг брать нельзя. Ведь шаг должен удовлетворять

0 <𝛾𝑘 <
2𝛽𝑘
𝛼𝑘

, 𝛼𝑘 > 0,

0 <𝛾𝑘, 𝛼𝑘 < 0
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на каждом шаге.

2.3. Численные эксперименты

Проведем сравнение Алгоритма 1 с подходом Фаддеевых[6] и про­

стым методом проекции градиента. Сравнение проведем на матрице 𝐴 ∈

M3×3, 𝐴 = 𝐴𝑇 сгенирированной случайно, так же как и начальное при­

ближение на сфере. Точность выбрана 𝜀 = 10−6. Рисунок 3. Теперь по­

Рис. 3. Модифицированный метод проекции градиента, метод проекции градиента и
подход Фаддеевых. Размерность 3.

пробуем на матрице 𝐴 ∈ M50×50 Результат на Рисунке 4. Методы, в це­

лом, ведут себя идентично. Приведем данные о времени работы методов

в Таблице 1.
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Рис. 4. Модифицированный метод проекции градиента, метод проекции градиента и
подход Фаддеевых. Размерность 50.

Метод Размерность Время (сек)

Подх. Фаддеевых 3/50 0.009/2.09
ММПГ 3/50 0.001/0.15
МПГ 3/50 0.01/1.8

Таблица 1. Время работы

3. Общий случай

Откажемся от квадратичной функции и будем рассматривать про­

извольную функцию 𝑓(𝑥) с липшицевым градиентом.

min
𝑥∈S

𝑓(𝑥). (13)

3.1. Теоретические вопросы

Основной факт, который понадобится отразим в лемме:
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Лемма 3.1.1. Пусть 𝑓(𝑥) - дифференцируемая функция на единичной

сфере S = {𝑠 : ‖𝑠‖2 = 1}. Тогда стационарные точки в задаче (13) –

точки, коллинеарные с градиентом в этой точке:

𝑥 = ± 𝑓 ′(𝑥)

‖𝑓 ′(𝑥)‖
.

Доказательство. Запишем функцию Лагранжа:

𝐿 = 𝑓(𝑥)− 𝜆

2
(‖𝑥‖2 − 1).

Условие стационарности:

𝐿′ =

⎛⎝𝑓 ′(𝑥)− 𝜆𝑥

‖𝑥‖2 − 1

⎞⎠ =

⎛⎝0

0

⎞⎠ .

Отсюда 𝑥 = ± 1
𝜆𝑓
′(𝑥) = ± 𝑓 ′(𝑥)

‖𝑓 ′(𝑥)‖ .

3.2. Метод решения. Тригонометрическое представление

геодезической

Обратим внимание на Рисунок 5. Пусть даны точка 𝑥𝑘 на сфере,

градиент 𝑓 ′(𝑥𝑘) в этой точке. К точке 𝑥𝑘 построим −𝑦𝑘 - ортогональ­

ную точку к 𝑥𝑘, сонаправленную с антиградиентом. Точка 𝑦𝑘 лежит в

плоскости, натянутой на 𝑥𝑘 и 𝑓 ′(𝑥𝑘). Рассмотрим кривую (синий цвет на

рисунке)

𝑧𝑘(𝑡) = 𝑥𝑘 cos 𝑡− 𝑦𝑘 sin 𝑡, 𝑡 ∈
[︁
0,

𝜋

2

]︁
И на этой кривой будем искать следующую точку метода. При этом 𝑡

задает положение на дуге. Например, при 𝑡 = 0 𝑧𝑘(0) = 𝑥𝑘, а при 𝑡 = 𝜋
2

имеем 𝑧𝑘(𝜋/2) = −𝑦𝑘.
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Рис. 5. Тригонометрическое представление геодезической

𝑥

𝑦

𝑥𝑘
𝑥𝑘 − 𝛾𝑓 ′(𝑥𝑘)

−𝑦𝑘

Рассчитаем точку 𝑦𝑘. В следующей лемме сохраним обозначения,

оставленные на рисунке, но будем иметь ввиду, что 𝑥𝑘 и 𝑓 ′(𝑥𝑘) можно

воспринимать как любые неколлинераные векторы.

Лемма 3.2.1. Пусть 𝑥𝑘 ∈ S = {𝑠 : ‖𝑠‖ = 1}, 𝑓(𝑥) - дифференцируемая

функция на единичной сфере, градиент функции 𝑓(𝑥) в точке 𝑥𝑘 не

коллинеарен 𝑥𝑘: ⟨︀
𝑥𝑘, 𝑓

′(𝑥𝑘)
⟩︀
̸= 0.

Тогда 𝑦𝑘 - точка на сфере, ортогональная 𝑥𝑘, лежащая в линейной обо­

лочке 𝑥𝑘 и 𝑓 ′(𝑥𝑘):
⟨︀
𝑓 ′(𝑥𝑘), 𝑦𝑘

⟩︀
> 0 – сонаправленная с градиентом в

точке – задается следующим выражением:

𝑦𝑘 =
(𝐼 − 𝑥𝑘𝑥

𝑇
𝑘 )𝑓

′(𝑥𝑘)

‖(𝐼 − 𝑥𝑘𝑥𝑇𝑘 )𝑓
′(𝑥𝑘)‖

. (14)
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Доказательство. Будем искать 𝑦𝑘 в виде

𝑦𝑘 = 𝛼𝑥𝑘 + 𝛽𝑓 ′(𝑥𝑘),

то есть в линейной оболочке 𝑥𝑘 и 𝑓 ′(𝑥𝑘). Потребуем от 𝑦𝑘 следующее:

∙ Норма – ‖𝑦𝑘‖ = 1

∙ Ортогональность –
⟨︀
𝑥𝑘, 𝑦𝑘

⟩︀
= 0

Этого будет чуть более, чем достаточно. Не стоит забывать, что ‖𝑥𝑘‖ = 1.

Реализуем эти условия:

∙ 0 =
⟨︀
𝑥𝑘, 𝑦𝑘

⟩︀
= 𝛼

⟨︀
𝑥𝑘, 𝑥𝑘

⟩︀⏟  ⏞  
=1

+ 𝛽
⟨︀
𝑥𝑘, 𝑓

′(𝑥𝑘)
⟩︀

=⇒ 𝛼 = −𝛽
⟨︀
𝑥𝑘, 𝑓

′(𝑥𝑘)
⟩︀
,

𝑦𝑘 = 𝛽(𝑓 ′(𝑥𝑘)− 𝑥𝑇𝑘 𝑓
′(𝑥𝑘)𝑥𝑘) = 𝛽(𝐼 − 𝑥𝑘𝑥

𝑇
𝑘 )𝑓

′(𝑥𝑘)

∙ 1 = ‖𝑦𝑘‖ = 𝛽‖(𝐼 − 𝑥𝑘𝑥
𝑇
𝑘 )𝑓

′(𝑥𝑘)‖ =⇒ 𝛽 = 1
‖(𝐼−𝑥𝑘𝑥𝑇

𝑘 )𝑓
′(𝑥𝑘)‖

.

Итак,

𝑦𝑘 =
(𝐼 − 𝑥𝑘𝑥

𝑇
𝑘 )𝑓

′(𝑥𝑘)

‖(𝐼 − 𝑥𝑘𝑥𝑇𝑘 )𝑓
′(𝑥𝑘)‖

=

=
(𝑓 ′(𝑥𝑘)−

⟨︀
𝑥𝑘, 𝑓

′(𝑥𝑘)
⟩︀
𝑥𝑘)

‖(𝑓 ′(𝑥𝑘)−
⟨︀
𝑥𝑘, 𝑓 ′(𝑥𝑘)

⟩︀
𝑥𝑘)‖

.

Теперь запишем метод, который базируется на рассуждениях выше

(Алгоритм 2).
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Алгоритм 2 Тригонометрическое представление геодезической
1: 𝜀← точность
2: 𝑥0 ← 𝑠 ∈ S
3: 𝑘 ← 0
4: Вычислить 𝑓 ′(𝑥𝑘)

5: Вычислить 𝑦𝑘 =

(︁
𝑓 ′(𝑥𝑘)−

⟨︀
𝑥𝑘,𝑓

′(𝑥𝑘)
⟩︀
𝑥𝑘

)︁
⃦⃦⃦(︁

𝑓 ′(𝑥𝑘)−
⟨︀
𝑥𝑘,𝑓 ′(𝑥𝑘)

⟩︀
𝑥𝑘

)︁⃦⃦⃦
6: Выбрать шаг 𝑡
7: 𝑥𝑘+1 ← 𝑥𝑘 cos 𝑡− 𝑦𝑘 sin 𝑡
8: 𝑘 ← 𝑘 + 1
9: Повторять

10: Вычислить 𝑓 ′(𝑥𝑘)

11: Вычислить 𝑦𝑘 =

(︁
𝑓 ′(𝑥𝑘)−

⟨︀
𝑥𝑘,𝑓

′(𝑥𝑘)
⟩︀
𝑥𝑘

)︁
⃦⃦⃦(︁

𝑓 ′(𝑥𝑘)−
⟨︀
𝑥𝑘,𝑓 ′(𝑥𝑘)

⟩︀
𝑥𝑘

)︁⃦⃦⃦
12: Выбрать шаг 𝑡
13: 𝑥𝑘+1 ← 𝑥𝑘 cos 𝑡− 𝑦𝑘 sin 𝑡
14: 𝑘 ← 𝑘 + 1
15: Пока выполняется ‖𝑥𝑘+1 − 𝑥𝑘‖2 > 𝜀

Возвратить 𝑥𝑘
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3.3. Выбора шага. ”Сферическое правило Армихо”

Теперь займемся вопросом выбора шага 𝑡. Создадим правило шага

на основании правила Армихо. Напомним его вид:

𝑓(𝑥𝑘 + 𝛼𝑠𝑘)− 𝑓(𝑥𝑘) ≤ 𝜀𝛼
⟨︀
𝑓 ′(𝑥𝑘), 𝑠𝑘

⟩︀
, 0 < 𝜀 < 1.

Здесь направление 𝑠𝑘 :
⟨︀
𝑓 ′(𝑥𝑘), 𝑠𝑘

⟩︀
< 0. Вспомним простой градиентный

метод для безусловной задачи. Выбирая шаг из правила Армихо, дви­

гаясь по направлению антиградиента, можно, в конце концов, показать,

что ‖𝑓 ′(𝑥𝑘)‖
𝑘→∞−→ 0. То есть в итоге выполнится условие стационарности

для задачи безусловной минимизации. В нашем случае условие стацио­

нарноести выглядит иначе:

𝑓 ′(𝑥) = ‖𝑓 ′(𝑥)‖𝑥.

На основании выражения для условия стационарности, сформулируем

”сферическое правило Армихо”:

Алгоритм 3 ”Сферическое правило Армихо”
1: 𝜀0 ← 𝜖 ∈ (0, 1)
2: 𝜗← 𝜗0 ∈ (0, 1)
3: 𝑡0 ← 𝑡 > 0
4: 𝑖← 0
5: Если 𝑓(𝑥𝑘+1)− 𝑓(𝑥𝑘) ≤ −𝑡𝑖𝜀0

⟨︀
𝑓 ′(𝑥𝑘), 𝑦𝑘

⟩︀
тогда

Возвратить 𝑡𝑖

6: иначе 𝑡𝑖+1 = 𝜗𝑡𝑖

𝑖← 𝑖+ 1
go to 5

7: Конец условия

Ясно, что
(︁
‖𝑓 ′(𝑥𝑘)‖2− (𝑥𝑘, 𝑓

′(𝑥𝑘))
2
)︁
≥ 0, ведь ‖𝑥𝑘‖ = 1. В нуль это
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выражение обращается, когда 𝑓 ′(𝑥𝑘) = 𝜆𝑥𝑘. Действительно:

(︁
𝜆2‖𝑥𝑘‖2 − 𝜆2‖𝑥𝑘‖2

)︁
= 0.

Убедимся в том, что это правило может выполняться.

Лемма 3.3.1. Пусть 𝑓 - дифференцируемая функция на единичной сфе­

ре S. Тогда в методе, который задается Алгоритмом 2, на каждой ите­

рации можно выбрать достаточно малый шаг 𝑡𝑘, чтобы ”сферическое

правило Армихо” выполнялось.

Доказательство. Рассмотрим разность соседних точек в методе:

𝑓(𝑥𝑘+1)− 𝑓(𝑥𝑘) = 𝑓(𝑧(𝑡𝑘))− 𝑓(𝑥𝑘) =

= 𝑓(𝑥𝑘 cos 𝑡𝑘 − 𝑦𝑘 sin 𝑡𝑘)− 𝑓(𝑥𝑘) =

= 𝑓(𝑥𝑘 + 𝑥𝑘(cos 𝑡𝑘 − 1)− 𝑦𝑘 sin 𝑡𝑘)− 𝑓(𝑥𝑘).

Воспользуемся формулой Тейлора для функции 𝑓(·). Разложение прове­

дем до первого порядка:

𝑓(𝑥𝑘 + 𝑥𝑘(cos 𝑡𝑘 − 1)− 𝑦𝑘 sin 𝑡𝑘)− 𝑓(𝑥𝑘) =

=
����𝑓(𝑥𝑘) +

⟨︀
𝑓 ′(𝑥𝑘), 𝑥𝑘(cos 𝑡𝑘 − 1)− 𝑦𝑘 sin 𝑡𝑘

⟩︀
+

+ 𝑜(‖𝑥𝑘(cos 𝑡𝑘 − 1)− 𝑦𝑘 sin 𝑡𝑘‖)− �
���𝑓(𝑥𝑘).

Теперь разложим синус с косинусом – с тем же порядком.

⟨︀
𝑓 ′(𝑥𝑘), 𝑥𝑘(cos 𝑡𝑘 − 1)− 𝑦𝑘 sin 𝑡𝑘

⟩︀
+ 𝑜(‖𝑥𝑘(cos 𝑡𝑘 − 1)− 𝑦𝑘 sin 𝑡𝑘‖) =

=
⟨︀
𝑓 ′(𝑥𝑘),������

𝑥𝑘(1− 1) − 𝑦𝑘𝑡𝑘
⟩︀
+ 𝑜(𝑡) =

= −𝑡𝑘
⟨︀
𝑓 ′(𝑥𝑘), 𝑦𝑘

⟩︀
+ 𝑜(𝑡𝑘).
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Вспомним, что 𝑦𝑘 =
(𝐼−𝑥𝑘𝑥

𝑇
𝑘 )𝑓

′(𝑥𝑘)

‖(𝐼−𝑥𝑘𝑥𝑇
𝑘 )𝑓

′(𝑥𝑘)‖
:

𝑓(𝑥𝑘+1)− 𝑓(𝑥𝑘) = −𝑡𝑘
⟨︀
𝑓 ′(𝑥𝑘), 𝑦𝑘

⟩︀
+ 𝑜(𝑡) =

= −𝑡𝑘
⟨︀
𝑓 ′(𝑥𝑘),

(𝐼 − 𝑥𝑘𝑥
𝑇
𝑘 )𝑓

′(𝑥𝑘)

‖(𝐼 − 𝑥𝑘𝑥𝑇𝑘 )𝑓
′(𝑥𝑘)‖

⟩︀
+ 𝑜(𝑡) =

= −𝑡𝑘

(︁
‖𝑓 ′(𝑥𝑘)‖2 − (𝑥𝑘, 𝑓

′(𝑥𝑘))
2
)︁

‖(𝐼 − 𝑥𝑘𝑥𝑇𝑘 )𝑓
′(𝑥𝑘)‖

+ 𝑜(𝑡𝑘).

Избавимся от 𝑜(𝑡𝑘) :

𝑓(𝑥𝑘+1)− 𝑓(𝑥𝑘) = −
𝑡𝑘

(︁
‖𝑓 ′(𝑥𝑘)‖2 −

⟨︀
𝑥𝑘, 𝑓

′(𝑥𝑘)
⟩︀2)︁

‖(𝐼 − 𝑥𝑘𝑥𝑇𝑘 )𝑓
′(𝑥𝑘)‖

+ 𝑜(𝑡𝑘)
𝜀0<1
=

= −
𝑡𝑘𝜀0

(︁
‖𝑓 ′(𝑥𝑘)‖2 −

⟨︀
𝑥𝑘, 𝑓

′(𝑥𝑘)
⟩︀2)︁

‖(𝐼 − 𝑥𝑘𝑥𝑇𝑘 )𝑓
′(𝑥𝑘)‖

−

− 𝑡𝑘(1− 𝜀0)

(︃(︁‖𝑓 ′(𝑥𝑘)‖2 − ⟨︀𝑥𝑘, 𝑓 ′(𝑥𝑘)⟩︀2)︁
‖(𝐼 − 𝑥𝑘𝑥𝑇𝑘 )𝑓

′(𝑥𝑘)‖
+

𝑜(𝑡𝑘)

𝑡𝑘

)︃
≤

𝑡𝑘>0

≤
𝑡𝑘>0
−𝑡𝑘

𝜀0

(︁
‖𝑓 ′(𝑥𝑘)‖2 −

⟨︀
𝑥𝑘, 𝑓

′(𝑥𝑘)
⟩︀2)︁

‖(𝐼 − 𝑥𝑘𝑥𝑇𝑘 )𝑓
′(𝑥𝑘)‖

.

Последний переход справедлив при достаточно малых 𝑡𝑘.

Итак, мы убедились, что ”сферическое правило Армихо” выполня­

ется при малых 𝑡𝑘. Выясним, дает ли такой подход сходимость к стацио­

нарной точке.

Лемма 3.3.2. Пусть 𝑓(𝑥) – дифференцируемая функция на единичной

сфере, градиент Липшицев, с константой 𝐿:

‖𝑓 ′(𝑥)− 𝑓 ′(𝑦)‖ ≤ 𝐿‖𝑥− 𝑦‖.

Тогда выполнение условия ”сферического правила Армихо” достигается
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за конечное число дроблений. То есть ∀ 𝑘 ∃ 𝜏𝑘 : ∀𝑡 ∈ (0, 𝜏𝑘] : правило

выполнено. Конкретно,

𝜏𝑘 =
−1/2(𝐿−

⟨︀
𝑓 ′(𝑥𝑘), 𝑥𝑘

⟩︀
)

1/3
⟨︀
𝑓 ′(𝑥𝑘), 𝑦𝑘

⟩︀ +√︁
1/4
(︀
𝐿−

⟨︀
𝑓 ′(𝑥𝑘), 𝑥𝑘

⟩︀)︀2
+ 4/6

⟨︀
𝑓 ′(𝑥𝑘), 𝑦𝑘

⟩︀2
(𝜀0𝜀1 − 1)

1/3
⟨︀
𝑓 ′(𝑥𝑘), 𝑦𝑘

⟩︀ .

Доказательство. Поскольку 𝑓 ′(𝑥) липшицев:

|𝑓(𝑥𝑘+1)− 𝑓(𝑥𝑘)−
⟨︀
𝑓 ′(𝑥𝑘), 𝑥𝑘+1 − 𝑥𝑘)

⟩︀
| ≤ 𝐿

2
‖𝑥𝑘+1 − 𝑥𝑘‖2.

В частности,

𝑓(𝑥𝑘+1)− 𝑓(𝑥𝑘) ≤
⟨︀
𝑓 ′(𝑥𝑘), 𝑥𝑘+1 − 𝑥𝑘

⟩︀
+

𝐿

2
‖𝑥𝑘+1 − 𝑥𝑘‖2.

Рассмотрим правую часть неравенства более подробно:

∙ Первое слагаемое:

⟨︀
𝑓 ′(𝑥𝑘), 𝑥𝑘+1 − 𝑥𝑘

⟩︀
=

=
⟨︀
𝑓 ′(𝑥𝑘), 𝑥𝑘

⟩︀
(cos 𝑡𝑘 − 1)−

⟨︀
𝑓 ′(𝑥𝑘), 𝑦𝑘

⟩︀
sin 𝑡𝑘 =

= −
⟨︀
𝑓 ′(𝑥𝑘), 𝑥𝑘

⟩︀𝑡2𝑘
2
−
⟨︀
𝑓 ′(𝑥𝑘), 𝑦𝑘

⟩︀
(𝑡𝑘 −

𝑡3𝑘
6
) + 𝑜(𝑡3𝑘).

∙ Второе слагаемое:

‖𝑥𝑘 cos 𝑡𝑘 − 𝑦𝑘 sin 𝑡𝑘 − 𝑥𝑘‖2 = 1− 2 cos 𝑡𝑘 + 1 =

= 4 sin2
𝑡𝑘
2
= 𝑡2𝑘 + 𝑜(𝑡3𝑘).
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Поэтому

𝑓(𝑥𝑘+1)− 𝑓(𝑥𝑘) ≤

≤ 𝑡3𝑘
6

⟨︀
𝑓 ′(𝑥𝑘), 𝑦𝑘

⟩︀
+

𝑡2𝑘
2
(𝐿−

⟨︀
𝑓 ′(𝑥𝑘), 𝑥𝑘

⟩︀
)− 𝑡𝑘

⟨︀
𝑓 ′(𝑥𝑘), 𝑦𝑘

⟩︀
+ 𝑜(𝑡3𝑘) ≤

𝜀1<𝜀0<1

≤
𝜀1<𝜀0<1

𝜀1

(︃
𝑡3𝑘
6

⟨︀
𝑓 ′(𝑥𝑘), 𝑦𝑘

⟩︀
+

𝑡2𝑘
2
(𝐿−

⟨︀
𝑓 ′(𝑥𝑘), 𝑥𝑘

⟩︀
)− 𝑡𝑘

⟨︀
𝑓 ′(𝑥𝑘), 𝑦𝑘

⟩︀)︃
.

(15)

От последнего выражения потребуем следующее:

𝜀1𝑡𝑘

(︃
𝑡2𝑘
6

⟨︀
𝑓 ′(𝑥𝑘), 𝑦𝑘

⟩︀
+
𝑡𝑘
2
(𝐿−

⟨︀
𝑓 ′(𝑥𝑘), 𝑥𝑘

⟩︀
)−
⟨︀
𝑓 ′(𝑥𝑘), 𝑦𝑘

⟩︀)︃
≤ −𝑡𝑘𝜀0

⟨︀
𝑓 ′(𝑥𝑘), 𝑦𝑘

⟩︀
,

𝑡2𝑘
6

⟨︀
𝑓 ′(𝑥𝑘), 𝑦𝑘

⟩︀
+

𝑡𝑘
2
(𝐿−

⟨︀
𝑓 ′(𝑥𝑘), 𝑥𝑘

⟩︀
)−

⟨︀
𝑓 ′(𝑥𝑘), 𝑦𝑘

⟩︀
(
𝜀0
𝜀1
− 1) ≤ 0, (16)

где 𝜀0 из Алгоритма 3.

Поэтому, находя корни квадратного многочлена,

𝜏𝑘1,2 =
−1/2(𝐿−

⟨︀
𝑓 ′(𝑥𝑘), 𝑥𝑘

⟩︀
)

1/3
⟨︀
𝑓 ′(𝑥𝑘), 𝑦𝑘

⟩︀
±

√︁
1/4
(︀
𝐿−

⟨︀
𝑓 ′(𝑥𝑘), 𝑥𝑘

⟩︀)︀2
+ 4/6

⟨︀
𝑓 ′(𝑥𝑘), 𝑦𝑘

⟩︀2
(𝜀0𝜀1 − 1)

1/3
⟨︀
𝑓 ′(𝑥𝑘), 𝑦𝑘

⟩︀
Итак, для удовлетворения (16) и сохранения смысла достаточно выби­

рать следующие 𝑡𝑘 :

0 < 𝑡𝑘 <
−1/2(𝐿−

⟨︀
𝑓 ′(𝑥𝑘), 𝑥𝑘

⟩︀
)

1/3
⟨︀
𝑓 ′(𝑥𝑘), 𝑦𝑘

⟩︀
+

√︁
1/4
(︀
𝐿−

⟨︀
𝑓 ′(𝑥𝑘), 𝑥𝑘

⟩︀)︀2
+ 4/6

⟨︀
𝑓 ′(𝑥𝑘), 𝑦𝑘

⟩︀2
(𝜀0𝜀1 − 1)

1/3
⟨︀
𝑓 ′(𝑥𝑘), 𝑦𝑘

⟩︀ = 𝜏𝑘.
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Теорема 3.3.3. Пусть 𝑓 является дифференцируемой функцией на еди­

ничной сфере, градиент липшицев с константой 𝐿 :

‖𝑓 ′(𝑥)− 𝑓 ′(𝑦)‖ ≤ 𝐿‖𝑥− 𝑦‖.

Пусть шаг 𝑡𝑘 в Алгоритме 2 выбирается на каждом шаге метода в

соответствии с 3. Тогда 𝑓(𝑥𝑘) монотонно убывает и

⟨︀
𝑓 ′(𝑥𝑘), 𝑦𝑘

⟩︀2 𝑘→∞−→ 0,

𝑦𝑘 =
(𝐼 − 𝑥𝑘𝑥

𝑇
𝑘 )𝑓

′(𝑥𝑘)

‖(𝐼 − 𝑥𝑘𝑥𝑇𝑘 )𝑓
′(𝑥𝑘)‖

.

Доказательство. Из Леммы 3.3.2

𝑓(𝑥𝑘+1)− 𝑓(𝑥𝑘) ≤ −𝑡𝑘𝜀0
⟨︀
𝑓 ′(𝑥𝑘), 𝑦𝑘

⟩︀
< 0,

если 𝑡𝑘 достаточно мал.

Поэтому, с такими 𝑡𝑘, последовательность 𝑓(𝑥𝑘) монотонно убыва­

ет. Целевая функция 𝑓(𝑥) ограничена снизу, поскольку она непрерывна

и рассматривается на единичной сфере, которая является компактом,

последовательность 𝑓(𝑥𝑘) сходится. Тогда

𝑓(𝑥𝑘+1)− 𝑓(𝑥𝑘)
𝑘→∞−→ 0.

Рассмотрим Алгоритм 3 подробнее: Из Леммы 3.3.2) имеем, что 𝑡𝑘 ≥
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𝜗𝜏𝑘, где 𝜗 – фактор дробления. Введем обозначения

𝜏d
𝑘 = 1/3

⟨︀
𝑓 ′(𝑥𝑘), 𝑦𝑘

⟩︀
,

𝜏n
𝑘 = −1/2(𝐿−

⟨︀
𝑓 ′(𝑥𝑘), 𝑥𝑘

⟩︀
)+√︂

1/4
(︀
𝐿−

⟨︀
𝑓 ′(𝑥𝑘), 𝑥𝑘

⟩︀)︀2
+ 4/6

⟨︀
𝑓 ′(𝑥𝑘), 𝑦𝑘

⟩︀2
(
𝜀0
𝜀1
− 1).

То есть 𝜏𝑘 из Леммы 3.3.2 имеет вид 𝜏𝑘 =
𝜏n
𝑘

𝜏d
𝑘

𝑓(𝑥𝑘+1)− 𝑓(𝑥𝑘) ≤ −𝑡𝑘𝜀0
⟨︀
𝑓 ′(𝑥𝑘), 𝑦𝑘

⟩︀
⟨︀
𝑓 ′(𝑥𝑘), 𝑦𝑘

⟩︀
≤ 𝑓(𝑥𝑘)− 𝑓(𝑥𝑘+1)

𝑡𝑘𝜀0
≤ (𝑓(𝑥𝑘)− 𝑓(𝑥𝑘+1)) · 𝜏d

𝑘

𝜀0𝜗𝜏n
𝑘

,

𝜀0𝜗𝜏
n
𝑘 ≤

1

3
(𝑓(𝑥𝑘)− 𝑓(𝑥𝑘+1))

𝑘→∞→ 0.

В выражении для 𝜏n
𝑘 , 𝜏

d
𝑘 обозначим 𝑎𝑘 = −1

2

(︀
𝐿 −

⟨︀
𝑓 ′(𝑥𝑘), 𝑥𝑘

⟩︀)︀
и 𝑏𝑘 =

4
6

⟨︀
𝑓 ′(𝑥𝑘), 𝑦𝑘

⟩︀2
(𝜀0𝜀1 − 1). Заметим, что 𝑎𝑘 не обязана сходиться к нулю. При­

мер такого поведения легко подбирается. Поэтому сходимость выраже­

ния слева может достигаться лишь сходимостью 𝑏𝑘 к нулю. Предполо­

жим, что 𝑏𝑘��→0, т. е. 𝑏𝑘 → 𝑏* ̸= 0. То же и для 𝑎𝑘 → 𝑎*. Поэтому,

рассматривая в пределе, пренебрегая постоянными множителями:

− 𝑎* +
√︀

(𝑎*)2 + (𝑏*)2 = 0 =⇒ 2(𝑎*)2 + (𝑏*)2 = 2𝑎*
√︀

(𝑎*)2 + (𝑏*)2 =⇒

=⇒
�
���

4(𝑎*)4 + �������
4(𝑎*)2(𝑏*)2 + (𝑏*)4 = �������

4(𝑎*)2(𝑏*)2 +
�

���
4(𝑎*)4 .

Значит (𝑏*)4 = 0, а это вытекает в
⟨︀
𝑓 ′(𝑥𝑘), 𝑦𝑘

⟩︀2 𝑘→∞−→ 0.

Итак, при выборе достаточно малых 𝑡𝑘 метод сходится к стацио­

нарной точке. Эта достаточная малость возникла при разложении по

формуле Тейлора. Рассмотрим другой подход к выбору шага, который
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не базируется на достаточной малости.

3.4. Выбор шага. Явный вид

Можно явно указать выражение для шага: 𝑡𝑘 = 𝑎
⟨︀
𝑓 ′(𝑥𝑘), 𝑦𝑘

⟩︀
, где

𝑎 ∈ (0, 1/(2𝐿 + 𝑀)). Здесь 𝑀 = ‖𝑓 ′(0)‖ Убедимся, что он подходит.

Заметим, что выражение для него основано на условии стационарности:

чем ближе метод походит к стационарной точке, тем меньше
⟨︀
𝑓 ′(𝑥𝑘), 𝑦𝑘

⟩︀
– градиент все более коллинеарен точке, все более ортогонален 𝑦𝑘.

Сперва определим функцию 𝐹𝑘(𝑡) = 𝑓(𝑧𝑘(𝑡)) = 𝑓(𝑥𝑘 cos 𝑡− 𝑦𝑘 sin 𝑡).

Вычислим ее производную по 𝑡:

𝐹 ′𝑘(𝑡) =
⟨︀
𝑓 ′(𝑥𝑘),−𝑥𝑘 sin 𝑡− 𝑦𝑘 cos 𝑡

⟩︀
.

Обратим внимание на следующее:

1. Значение 𝐹 ′(𝑡) в нуле

𝐹 ′(0) = −
⟨︀
𝑓 ′(𝑥𝑘), 𝑦𝑘

⟩︀
=

= −
‖𝑓 ′(𝑥𝑘)‖2 −

⟨︀
𝑥𝑘, 𝑓

′(𝑥𝑘)
⟩︀2

‖𝑓 ′(𝑥𝑘)−
⟨︀
𝑥𝑘, 𝑓 ′(𝑥𝑘)

⟩︀
𝑥𝑘‖

= −𝑑𝑘
(17)

2. Квадрат значения 𝐹 ′(0)

𝑑2𝑘 =

(︁
‖𝑓 ′(𝑥𝑘)‖2 −

⟨︀
𝑥𝑘, 𝑓

′(𝑥𝑘)
⟩︀2)︁2(︁

‖𝑓 ′(𝑥𝑘)‖2 −
⟨︀
𝑥𝑘, 𝑓 ′(𝑥𝑘)

⟩︀2)︁ =

= ‖𝑓 ′(𝑥𝑘)‖2 −
⟨︀
𝑥𝑘, 𝑓

′(𝑥𝑘)
⟩︀2 (18)

Докажем, что 𝐹𝑘(𝑡) имеет липшицев градиент с констатной 4𝐿+2𝑀, где

𝐿 – константа Липшица для градиента функции 𝑓(𝑥).
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Лемма 3.4.1. Пусть 𝑓 – дифференцируемая функция на единичной сфе­

ре, градиент этой функции непрерывен по Липшицу с константой 𝐿 :

‖𝑓 ′(𝑥1)− 𝑓 ′(𝑥2)‖ ≤ 𝐿‖𝑥1 − 𝑥2‖.

Помимо этого, норма градиента 𝑓 ′(𝑥) конечна в точке 𝑥 = 0 :

‖𝑓 ′(0)‖ = 𝑀 ∈ R.

Тогда функция одной переменной

𝐹𝑘(𝑡) = 𝑓(𝑧𝑘(𝑡)) = 𝑓(𝑥𝑘 cos 𝑡− 𝑦𝑘 sin 𝑡)

имеет липшицев градиент с константой 4𝐿+ 2𝑀.

Доказательство. Напомним вид производной

𝐹 ′𝑘(𝑡) =
⟨︀
𝑓 ′(𝑥𝑘 cos 𝑡− 𝑦𝑘 sin 𝑡),−𝑥𝑘 sin 𝑡− 𝑦𝑘 cos 𝑡

⟩︀
.

Получим константу липшица⃒⃒⃒⃒
⃒⟨︀𝑓 ′(𝑥𝑘 cos 𝑡− 𝑦𝑘 sin 𝑡),−𝑥𝑘 sin 𝑡− 𝑦𝑘 cos 𝑡

⟩︀
−

−
⟨︀
𝑓 ′(𝑥𝑘 cos 𝜏 − 𝑦𝑘 sin 𝜏),−𝑥𝑘 sin 𝜏 − 𝑦𝑘 cos 𝜏

⟩︀⃒⃒⃒⃒⃒ =
=

⃒⃒⃒⃒
⃒⟨︀𝑓 ′(𝑥𝑘 cos 𝑡− 𝑦𝑘 sin 𝑡)− 𝑓 ′(𝑥𝑘 cos 𝜏 − 𝑦𝑘 sin 𝜏),−𝑥𝑘 sin 𝑡− 𝑦𝑘 cos 𝑡

⟩︀
−

−
⟨︀
𝑓 ′(𝑥𝑘 cos 𝜏 − 𝑦𝑘 sin 𝜏),−𝑥𝑘 sin 𝜏 − 𝑦𝑘 cos 𝜏 + 𝑥𝑘 sin 𝑡+ 𝑦𝑘 cos 𝑡

⟩︀⃒⃒⃒⃒⃒.



39

Из липшицевости градиента

‖𝑓 ′(𝑥1)− 𝑓 ′(𝑥2)‖ ≤ 𝐿‖𝑥1 − 𝑥2‖

в случае 𝑥1 : ‖𝑥1‖ = 1 и 𝑥2 = 0 имеем

‖𝑓 ′(𝑥1)− 𝑓 ′(0)‖ ≤ 𝐿 =⇒ ‖𝑓 ′(𝑥1)‖ ≤ 𝐿+𝑀.

Помимо этого

‖𝑥𝑘 cos 𝑡− 𝑦𝑘 sin 𝑡‖ =

= ‖𝑥𝑘‖2 cos2 𝑡+ ‖𝑦𝑘‖2 sin2 𝑡− < 𝑥𝑘, 𝑦𝑘 > sin 𝑡 cos 𝑡 = cos2 𝑡+ sin2 𝑡 = 1.

Продолжим цепочку неравенств:⃒⃒⃒⃒
⃒𝐹 ′𝑘(𝜏)− 𝐹 ′𝑘(𝑡)

⃒⃒⃒⃒
⃒ ≤

𝐿‖𝑥𝑘(cos 𝑡− cos 𝜏)− 𝑦𝑘(sin 𝑡− sin 𝜏)‖ · ‖𝑥𝑘 sin 𝑡+ 𝑦𝑘 cos 𝑡‖+

+ (𝐿+𝑀) · ‖𝑥𝑘(sin 𝑡− sin 𝜏) + 𝑦𝑘(cos 𝑡− cos 𝜏)‖ ≤

≤ (2𝐿+𝑀)| cos 𝑡− cos 𝜏 |+ (2𝐿+𝑀)| sin 𝑡− sin 𝜏 | =

=(2𝐿+𝑀)

⃒⃒⃒⃒
⃒2 sin 𝑡− 𝜏

2
sin

𝑡+ 𝜏

2

⃒⃒⃒⃒
⃒+ (2𝐿+𝑀)

⃒⃒⃒⃒
⃒2 sin 𝑡− 𝜏

2
cos

𝑡+ 𝜏

2

⃒⃒⃒⃒
⃒ ≤

Здесь заметим, что | sin 𝑡| ≤ |𝑡|, | sin 𝑡| ≤ 1 и | cos 𝑡| ≤ 1.

≤ (2𝐿+𝑀)|𝜏 − 𝑡|+ (2𝐿+𝑀)|𝜏 − 𝑡| = 2(2𝐿+𝑀)|𝜏 − 𝑡|.

Поэтому 𝐹𝑘(𝑡) имеет липшицев градиент с константой 4𝐿+ 2𝑀.

Теперь докажем теорему, которая позволит уверенно пользоваться

таким выбором шага.
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Теорема 3.4.2. Пусть 𝑓 дифференцируема на единичной сфере, гради­

ент липшицев с константой 𝐿 :

‖𝑓 ′(𝑥1)− 𝑓 ′(𝑥2)‖ ≤ 𝐿‖𝑥1 − 𝑥2‖.

Пусть шаг в Алгоритме 2 выбирается следующим образом:

𝑡𝑘 = 𝑎𝑑𝑘, 𝑎 ∈ (0, 1/(2𝐿+𝑀)).

Тогда

∙ На каждом шаге метода:

𝑓(𝑥𝑘+1)− 𝑓(𝑥𝑘) ≤ (2𝐿+𝑀)𝑎2𝑑2𝑘 − 𝑎𝑑2𝑘 ≤ 0 (19)

∙ Последовательность 𝑓(𝑥𝑘), где 𝑥𝑘 сгенерированы Алгоритмом 2

монотонно убывает и

‖𝑓 ′(𝑥𝑘)‖2 −
⟨︀
𝑥𝑘, 𝑓

′(𝑥𝑘)
⟩︀2 𝑘→∞−→ 0.

Доказательство. Воспользуемся формулой Ньютона-Лейбница:

𝑓(𝑥𝑘+1)− 𝑓(𝑥𝑘) = 𝑓(𝑧𝑘(𝑡𝑘))− 𝑓(𝑧𝑘(0)) =

=

𝑎𝑑𝑘∫
0

𝐹 ′𝑘(𝜉)𝑑𝜉 =

𝑎𝑑𝑘∫
0

(︁
𝐹 ′𝑘(𝜉)− 𝐹 ′𝑘(0)

)︁
𝑑𝜉 +

𝑎𝑑𝑘∫
0

𝐹 ′𝑘(0)𝑑𝜉.

Вспомним, что 𝐹 ′𝑘(0) = −𝑑𝑘 и липшицевость 𝐹 ′𝑘(𝑡) :

𝑓(𝑥𝑘+1)− 𝑓(𝑥𝑘) ≤ (4𝐿+ 2𝑀)

𝑎𝑑𝑘∫
0

𝜉𝑑𝜉 − 𝑑𝑘𝑎𝑑𝑘 =
4𝐿+ 2𝑀

2
𝑎2𝑑2𝑘 − 𝑎𝑑2𝑘.
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Оценки на 𝑎 получим из неравенства (2𝐿 +𝑀)𝑎2𝑑2𝑘 − 𝑎𝑑2𝑘 < 0. Поэтому

𝑎 ∈ (0, 1/(2𝐿 + 𝑀)). Значит (19) выполняется. Покажем сходимость к

стационарной точке. Согласно (19):

∙ Последовательность {𝑓(𝑥𝑘)} монотонно убывает. Вместе с фактом,

что 𝑓(𝑥) непрерывна и сфера является компактом {𝑓(𝑥𝑘)} сходится

к некоторому числу 𝑓(𝑧).

∙ Неравенство ((2𝐿+𝑀)𝑎2 − 𝑎)𝑑2𝑘 ≤ 𝑓(𝑥𝑘)− 𝑓(𝑥𝑘+1).

Просуммируем последнее неравенство по всем 𝑘 ∈ N :

((2𝐿+𝑀)𝑎2 − 𝑎)
∞∑︁
𝑘=0

𝑑2𝑘 ≤ 𝑓(𝑥0)− 𝑓(𝑧).

В правой части неравенства стоит конечное число, поэтому ряд слега

сходится. Из необходимого условия сходимости ряда:

‖𝑓 ′(𝑥𝑘)‖2 −
⟨︀
𝑥𝑘, 𝑓

′(𝑥𝑘)
⟩︀2

= 𝑑2𝑘
𝑘→∞−→ 0.

Вспомним, что

𝑑2𝑘 =
⟨︀
𝑓 ′(𝑥𝑘), 𝑦𝑘

⟩︀2
=

⟨
𝑓 ′(𝑥𝑘),

𝑓 ′(𝑥𝑘)−
⟨︀
𝑥𝑘, 𝑓

′(𝑥𝑘)
⟩︀
𝑥𝑘

𝑓 ′(𝑥𝑘)−
⟨︀
𝑥𝑘, 𝑓 ′(𝑥𝑘)

⟩︀
𝑥𝑘

⟩2

.

Физически, сходимость 𝑑2𝑘 к нулю означает, что 𝑓 ′(𝑥𝑘) становится более

ортогонально к 𝑦𝑘, а это приводит к коллинеарности с 𝑥𝑘.
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Рис. 6. Близость к условию стационарности

𝑥

𝑦

𝑥𝑘
−𝑓 ′(𝑥𝑘)

−𝑦𝑘

Поэтому {𝑥𝑘} сходится к стационарной точке.
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4. Квадратичная функция с линейным членом

4.1. Теоретические вопросы

В случае с линейным членом задача выглядит следующим образом:

min
𝑥∈S

1

2

⟨︀
𝐴𝑥, 𝑥

⟩︀
−
⟨︀
𝑏, 𝑥
⟩︀
. (20)

Теперь обратимся к вопросу о стационарных точках. Здесь все не так

легко, как в задаче (4), но все же можно воспользоваться спецификой

целевой функции. Рассмотрим результат Уильяма Хагера[1]. Он сформу­

лировал и доказал лемму, которая дает представление о стационарных

точках в задаче. Введем обозначения, принятые в его лемме:

∙ 𝐿 = 1
2

⟨︀
𝐴𝑥, 𝑥

⟩︀
−
⟨︀
𝑏, 𝑥
⟩︀
− 𝜇

2 (‖𝑥‖
2 − 1)

∙ Λ = {𝜆𝑖}𝑛𝑖=1 : 𝜆1 ≤ 𝜆2 ≤ · · · ≤ 𝜆𝑛

∙ Φ = {𝜑𝑖}𝑛𝑖=1 : 𝐴𝜑𝑖 = 𝜆𝑖𝜑𝑖

∙ ℰ1 = {𝑖 : 𝜆𝑖 = 𝜆1}

∙ ℰ+ = {𝑖 : 𝜆𝑖 > 𝜆1}

∙ 𝛽𝑖 =
⟨︀
𝑏, 𝜑𝑖

⟩︀
Теперь сформулируем лемму Хагера:

Лемма 4.1.1. (Hager)Вектор 𝜑 =
∑︀𝑛

𝑖=1 𝑐𝑖𝜑𝑖 является решением зада­

чи (20) тогда и только тогда, когда 𝑐 выбирается следующим образом:

∙ Вырожденный случай: Если 𝛽𝑖 = 0 для всех 𝑖 ∈ ℰ1, и

∑︁
𝑖∈ℰ+

𝛽2
𝑖

(𝜆𝑖 − 𝜆1)2
≤ 1, (21)
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тогда 𝜇 = −𝜆1, и 𝑐𝑖 = 𝛽𝑖/(𝜆𝑖 − 𝜆1) для 𝑖 ∈ ℰ+; оставшиеся 𝑐𝑖 из

𝑖 ∈ ℰ1 выбираются произвольно так, чтобы

∑︁
𝑖∈ℰ1

𝑐2𝑖 = 1−
∑︁
𝑖∈ℰ+

𝛽2
𝑖

(𝜆𝑖 − 𝜆1)2
(22)

∙ Невырожденный случай: Если предыдущее не выполнено, тогда

𝑐𝑖 = 𝛽𝑖/(𝜆𝑖 + 𝜇), 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛, где 𝜇 > −𝜆1 выбрано так, что

𝑛∑︁
𝑖=1

𝛽2
𝑖

(𝜆𝑖 + 𝜇)2
= 1 (23)

Будем анализировать невырожденный случай. Сфокусируемся на

стационарных точках. Для того, чтобы их получить, нужно численно

решить (23). Проделаем это на примере со следующими матрицей 𝐴 и

вектором 𝑏:

𝐴 =

⎛⎜⎜⎜⎝
100 0 0

0 −70 0

0 0 −15

⎞⎟⎟⎟⎠ , 𝑏 =

⎛⎜⎜⎜⎝
50

20

10

⎞⎟⎟⎟⎠ .

Обозначим

Ψ(𝜇) =
∑︁
𝑖∈ℐ

(︃
𝛽𝑖

𝜆𝑖 − 𝜇

)︃2

,

где множество индексов ℐ = {𝑖 : 𝛽𝑖 ̸= 0}.

Здесь 𝜇, при которых 𝑔(𝜇) = 1 пересекает Ψ(𝜇), являются теми мно­

жителями Лагранжа, при которых выполняется условие стационарности.

Видно, что их несколько. А что если в этой задаче несколько локальных

минимумов? Проверим это.

Вычислим эти 𝜇, решив уравнение

(︀
Ψ(𝜇)− 1

)︀2
= 0.
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Рис. 7. График функции Ψ(𝜇) и 𝑔(𝜇) = 1.

Качественно с ситуацией можно ознакомиться на рисунке 7. Для выше­

указанных матрицы 𝐴 и вектора 𝑏:

𝜇* =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

−90.92

−47.50

−27.67

−2.83

48.62

150.30

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
(24)
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Стационарные точки, в соответствующем порядке, представлены ниже:

x*T =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0.26 0.96 0.13

0.34 −0.89 0.30

0.39 −0.47 0.79

0.47 −0.30 −0.82

0.97 −0.17 −0.16

−0.99 −0.09 −0.06

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
Теперь проверим, единственен ли локальный минимум? Докажем

вспомогательную лемму и теорему о касательном подпространстве в точ­

ке 𝑥. Теорема специфична именно для данной целевой функции – квад­

ратичной с линейным членом.

Лемма 4.1.2. Пусть вектор 𝑥: ‖𝑥‖ = 1, вектор 𝑧 ∈ R𝑛 – неколлине­

арен. Тогда проекция 𝑧 на S = {𝑠 ∈ R𝑛
⟨︀
𝑠, 𝑥
⟩︀
= 0} представляется в

следующем виде:

𝑃S(𝑧) = (𝐼 − 𝑥𝑥𝑇 )𝑧 = 𝑧 −
⟨︀
𝑧, 𝑥
⟩︀
𝑥. (25)

Доказательство. По Лемме 2.2.2 для 𝑥𝑘 − 𝛾𝑓 ′(𝑥𝑘) := 𝑧, 𝑥𝑘 := 𝑥, вычи­

тая из результата 𝑥, получаем требуемое утверждение.

Теперь сформулируем и докажем теорему, которая позволит легко

проверять: является ли данная точка локальным минимумом?

Теорема 4.1.3. Пусть 𝑥* – стационарная точка в задаче (4), соответ­

ствующий множитель Лагранжа 𝜇*. Тогда точка 𝑥* является локаль­

ным минимумом задачи, если матрица

(𝐼 − 𝑥*𝑥*𝑇 )(𝐴− 𝜇*𝐼)(𝐼 − 𝑥*𝑥*𝑇 )
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положительно определена.

Доказательство. Основной инструмент – достаточное условие локаль­

ного минимума второго порядка. Согласно ему, точка 𝑥* является ло­

кальным минимумом, если

⟨︀
𝐿′′𝑥𝑥𝑠, 𝑠

⟩︀
> 0 ∀ 𝑠 ∈ 𝒮 = {𝑠 :

⟨︀
𝑠, 𝑥*

⟩︀
= 0}. (26)

То есть 𝐿′′𝑥𝑥 – положительно определена на касательном подпространстве

к точке 𝑥*.

Посмотрим подробнее на это условие. Для начала посчитаем 𝐿′′𝑥𝑥:

𝐿 =
1

2

⟨︀
𝐴𝑥, 𝑥

⟩︀
−
⟨︀
𝑏, 𝑥
⟩︀
− 𝜇

2
(‖𝑥‖2 − 1),

𝐿′𝑥 = 𝐴𝑥− 𝑏− 𝜇𝑥,

𝐿′′𝑥𝑥 = 𝐴− 𝜇𝐼.

Применим к (26) результат леммы (4.1.2).

⟨︀
(𝐴− 𝜇*𝐼)𝑠, 𝑠

⟩︀
Здесь 𝑠 ∈ 𝒮. С помощью вышедоказанной леммы, 𝑠 можно представить

в виде

𝑠 = (𝐼 − 𝑥*𝑥*𝑇 )𝑧, 𝑧 ∈ R𝑛.

Заметим, что
(︀
𝐼 − 𝑥*𝑥*𝑇

)︀𝑇
=
(︀
𝐼 − (𝑥*𝑥*𝑇 )𝑇

)︀
=
(︀
𝐼 − 𝑥*𝑥*𝑇

)︀
, то есть это

симметричная матрица.
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Тогда

⟨︀
(𝐴− 𝜇*𝐼)𝑠, 𝑠

⟩︀
=

=
⟨︀
(𝐴− 𝜇*𝐼)(𝐼 − 𝑥*𝑥*𝑇 )𝑧, (𝐼 − 𝑥*𝑥*𝑇 )𝑧

⟩︀
=

=
⟨︀
(𝐼 − 𝑥*𝑥*𝑇 )(𝐴− 𝜇*𝐼)(𝐼 − 𝑥*𝑥*𝑇 )𝑧, 𝑧

⟩︀
.

А условие (26) перепишется в виде

⟨︀
(𝐼 − 𝑥*𝑥*𝑇 )(𝐴− 𝜇*𝐼)(𝐼 − 𝑥*𝑥*𝑇 )𝑧, 𝑧

⟩︀
> 0 ∀ 𝑧 ∈ R𝑛 ∖ {0}.

То есть, (𝐼−𝑥*𝑥*𝑇 )(𝐴−𝜇*𝐼)(𝐼−𝑥*𝑥*𝑇 ) – положительно определена.

Итак, с помощью этой теоремы можно исследовать, какие стаци­

онарные точки являются локальными минимумами. Используем Алго­

ритм 2 для нашей целевой функции

𝑓(𝑥) =
1

2

⟨︀
𝐴𝑥, 𝑥

⟩︀
−
⟨︀
𝑏, 𝑥
⟩︀
,

с матрицей

𝐴 =

⎛⎜⎜⎜⎝
100 0 0

0 −70 0

0 0 −15

⎞⎟⎟⎟⎠ ,

и вектором

𝑏 =

⎛⎜⎜⎜⎝
50

20

10

⎞⎟⎟⎟⎠ .

Заодно сравним работу метода с простым методом проекции гра­

диента. На рисунке 8 представлены результаты работы методов проек­
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ции градиента, тригонометрического (Алгоритм 2) с шагами из Теоремы

3.4.2 и выбор шага методом наискорейшего спуска.

Рис. 8. Методы проекции градиента, тригонометрический с явным шагом и с шагом
наискорейшего спуска

Здесь методы были запущены из точки

𝑥0 =

⎛⎜⎜⎜⎝
−0.027

0.899

0.437

⎞⎟⎟⎟⎠ . (27)

Все сошлись в точку

𝑥* =

⎛⎜⎜⎜⎝
0.262

0.956

0.132

⎞⎟⎟⎟⎠
За 22, 39, 10 итераций, соответственно. Значение целевой функции 𝑓 * =

−62.226. Теперь запустим методы из другой начальной точки:
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𝑥0 =

⎛⎜⎜⎜⎝
−0.009

−0.854

−0.521

⎞⎟⎟⎟⎠ . (28)

Все сошлись в другую точку

𝑥* =

⎛⎜⎜⎜⎝
0.339

−0.889

0.308

⎞⎟⎟⎟⎠ .

за 54, 113, 9 итераций, значение целевой функции 𝑓 * = −24.874.

Возможно, это два локальных минимума. Воспользуемся Теоремой

4.1.3. С таким инструментом, нам нужно просто проверить матрицу на

положительную определенность. Для этого можно ее просто диагонали­

зовать и посмотреть на диагональные элементы (собственные значения).

Сначала рассмотрим решение, которое дает меньшее значение целе­

вой функции:

𝑥*1 =

⎛⎜⎜⎜⎝
0.262

0.956

0.132

⎞⎟⎟⎟⎠ .

Нужная нам для проверки матрица имеет следующий вид:

(𝐼 − 𝑥*1𝑥
*𝑇
1 )(𝐴− 𝜇*1𝐼)(𝐼 − 𝑥*1𝑥

*𝑇
1 ).

До этого, мы вычислили 𝜇*, соответствующие каждой стационарной

точке – (24). Нас интересует 𝜇*1 = −90.92. Диагонализуем, получаем, что

(𝐼 − 𝑥*1𝑥
*𝑇
1 )(𝐴− 𝜇*1𝐼)(𝐼 − 𝑥*1𝑥

*𝑇
1 ) = 𝑈−11 𝑑𝑖𝑎𝑔(446.784, 102.158, 26.573)𝑈1,
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где 𝑈1 – матриц перехода в базис из собственных векторов матрицы

слева. Как видно, все собственные значения положительны, значит, по

критерию Сильвестра матрица определена положительно, а 𝑥1 локаль­

ный минимум.

Что же в случае с

𝑥*2 =

⎛⎜⎜⎜⎝
0.339

−0.889

0.308

⎞⎟⎟⎟⎠ ,

𝜇*2 = −47.50?

(𝐼 − 𝑥*2𝑥
*𝑇
2 )(𝐴− 𝜇*2𝐼)(𝐼 − 𝑥*2𝑥

*𝑇
2 ) = 𝑈−12 𝑑𝑖𝑎𝑔(−32.177, 44.258, 302.947)𝑈2,

где 𝑈2 – матрица перехода в базис из собственных векторов матрицы сле­

ва. Не все собственные значения положительны, не все главные миноры

положительны, значит, по критерию Сильвестра, матрица не является

положительно определенной.

Полученный результат говорит о том, что в такой задаче (с такой

матрицей 𝐴 и вектором 𝑏) метод может сойтись в стационарную точку.

Это важный вывод. Посмотрим на график Ψ(𝜇) при другой матрице и

другом векторе. Например, при той же матрице, но с другим вектором:

𝐴 =

⎛⎜⎜⎜⎝
100 0 0

0 −70 0

0 0 −15

⎞⎟⎟⎟⎠ ,
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𝑏 =

⎛⎜⎜⎜⎝
150

20

10

⎞⎟⎟⎟⎠ .

График функции Ψ(𝜇) можно увидеть на рисунке 9

Рис. 9. Ψ(𝜇) с двумя пересечениями с 𝑔(𝑥) = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 = 1

Здесь всего два пересечения, то есть всего две стационарные точки.

Это напоминает ситуацию, когда целевая функция не квадратичная, а

линейная.

То есть решается задача

𝑚𝑖𝑛
𝑥∈S

⟨︀
𝑏, 𝑥
⟩︀
.
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Функция Ланранжа задачи:

𝐿 =
⟨︀
𝑏, 𝑥
⟩︀
− 𝜇

2
(‖𝑥‖2 − 1).

Необходимое условие минимума первого порядка:

𝐿′ =

⎛⎝ 𝑏− 𝜇𝑥

‖𝑥‖2 − 1

⎞⎠ = 0.

Отсюда 𝑥 = 𝑏/𝜇, а 𝜇 = ±‖𝑏‖. Достаточное условие локального минимума

второго порядка: 𝐿′′ = −𝜇𝐼 ≻ 0 на касательном подпространстве. Отсю­

да 𝜇 = −‖𝑏‖. Если бы искали максимум – то 𝜇 = ‖𝑏‖. Две стационарные

точки: одна минимум, другая максимум.

Так на рисунке 9 похожая ситуация. Возможно, квадратичная часть

не так сильно ”искривила” линейную функцию и свойства линейной ча­

сти доминируют. Может можно указать что-то вроде соотношения меж­

ду нормами матрицы 𝐴 и вектора 𝑏, при котором сохраняется линейная

тенденция?

Рассмотрим целевую функцию с числовым параметром 𝜏

𝑓(𝑥, 𝜏) =
𝜏

2

⟨︀
𝐴𝑥, 𝑥

⟩︀
−
⟨︀
𝑏, 𝑥
⟩︀
,

будем решать задачу

min
s.t. 𝑥∈S

𝑓(𝑥, 𝜏) =
𝜏

2

⟨︀
𝐴𝑥, 𝑥

⟩︀
−
⟨︀
𝑏, 𝑥
⟩︀
. (29)

при различных 𝜏 . Сперва заметим, что каждое собственное значение 𝜆

перешло в 𝜏𝜆. Попробуем выяснить, при каких 𝜏 есть только 2 стацио­

нарные точки. То есть нужно, чтобы Ψ𝜏(𝜇) пересекала 𝑔(𝑥) = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 = 1
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только в левой краней точке и в правой.

Взглянем на рисунок 9 и на вид Ψ𝜏(𝜇) еще раз. Рисунок даст нам

качественное понимание картины.

Ψ𝜏(𝜇) =
∑︁
𝑖∈ℐ

(︃
𝛽𝑖

𝜏𝜆𝑖 − 𝜇

)︃2

.

Далее нужно будет рассматривать лишь 𝑖 ∈ ℐ. Для удобства будем

обозначать их 𝑖1, 𝑖2, . . . , 𝑖|ℐ|. Заметим, что функция обращается в беско­

нечность в точках 𝜇 = 𝜏𝜆𝑖, то есть в собственных значениях. В проме­

жутках между ними функция убывает, далее, при 𝜇, приближающихся

к следующему собственному значению, функция возрастает. Ясно, что

потребовав Ψ(𝜇) > 1, 𝜇 ∈ (𝜏𝜆𝑖𝑗 , 𝜏𝜆𝑖𝑗+1
) ∀𝑖𝑗 ∈ ℐ ∖max{ℐ}, будет всего два

пересечения Ψ(𝜇) и 𝑔(𝑥) = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 = 1. То есть будут всего две стационар­

ные точки. Сформиулируем лемму.

Лемма 4.1.4. В задаче (29) существует достаточное 𝜏0: при 𝜏 < 𝜏0

задача имеет две стационарные точки. Величина 𝜏0 имеет вид

𝜏0 =

⎯⎸⎸⎷ 1

2‖𝐴‖
min

𝑖∈ℐ∖max{ℐ}

{︃
𝛽2
𝑖𝑗

𝜃20𝑖𝑗
+

𝛽2
𝑖𝑗+1

(1− 𝜃0𝑖𝑗)
2

}︃

Доказательство. Рассмотрим промежуток для 𝜇 между двумя соседни­

ми собственными значениями:

𝜇 ∈ (𝜆𝑖𝑗 , 𝜆𝑖𝑗+1
), 𝑖𝑗 ∈ ℐ ∖max{ℐ}.

Параметризуем переменную:

𝜇 = 𝜏
(︀
𝜆𝑖𝑗 + 𝜃(𝜆𝑖𝑗+1

− 𝜆𝑖𝑗)
)︀
, 𝜃 ∈ (0, 1).
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Разобьем Ψ𝜏(𝜇) на слагаемые с 𝜆𝑖𝑗 , 𝜆𝑖𝑗+1
и без:

Ψ𝜏(𝜇) =
∑︁

𝑘∈ℐ∖{𝑖𝑗 ,𝑖𝑗+1}

𝛽2
𝑘

(𝜏𝜆𝑘 − 𝜇)2
+

+
𝛽2
𝑖𝑗

�
��𝜏𝜆𝑖 − �

��𝜏𝜆𝑖𝜃(𝜏𝜆𝑖+1 − 𝜏𝜆𝑖)2
+

𝛽2
𝑖𝑗+1

𝜏𝜆𝑖+1 − 𝜏𝜆𝑖𝜃(𝜏𝜆𝑖+1 − 𝜏𝜆𝑖)2
=

=
∑︁

𝑘∈ℐ∖{𝑖𝑗 ,𝑖𝑗+1}

𝛽2
𝑘

(𝜏𝜆𝑘 − 𝜇)2
+

𝛽2
𝑖𝑗

𝜏 2𝜃2(𝜆𝑖+1 − 𝜆𝑖)2
+

𝛽2
𝑖𝑗+1

𝜏 2(1− 𝜃)2(𝜆𝑖+1 − 𝜆𝑖)2
.

Здесь ясно видно, что уменьшая 𝜏 можно добиться того, чтобы Ψ𝜏(𝜇) пре­

восходило единицу, поскольку сумма при рассматриваемых 𝜇 ∈ (𝜏𝜆𝑖, 𝜏𝜆𝑖𝑗+1
)

– конечна, так же, как и два остальных слагаемых.

Из вида функции Ψ𝜏(𝜇) на рассматриваем промежутке (качествен­

но на рисунке 9) видно, что у нее есть точка минимума. Действительно,

при 𝜇 = 𝜏𝜆𝑖𝑗 , 𝜏𝜆𝑖𝑗+1
, функция обращается в +∞, а так как она непре­

рывна, то минимум находится где-то в середине.

Здесь сделаем сильное упрощение. Пренебрежем суммой, будем рас­

сматривать только два слагаемых с 𝜏𝜆𝑖𝑗 , 𝜏𝜆𝑖𝑗+1
. Для наших целей это

достаточно.

Ψ̂𝑡𝑎𝑢(𝜃) =
𝛽2
𝑖𝑗

𝜏 2𝜃2(𝜆𝑖𝑗+1
− 𝜆𝑖𝑗)

2
+

𝛽2
𝑖𝑗+1

𝜏 2(1− 𝜃)2(𝜆𝑖𝑗+1
− 𝜆𝑖𝑗)

2
.

Найдем стационарные точки Ψ̂𝜏(𝜇) на (𝜏𝜆𝑖𝑗 , 𝜏𝜆𝑖𝑗+1
). Напомним, что

мы приняли

𝜇 = 𝜏
(︀
𝜆𝑖𝑗 + 𝜃(𝜆𝑖𝑗+1

− 𝜆𝑖𝑗)
)︀
,

поэтому производную будем брать по 𝜃.
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Ψ̂′𝑡𝑎𝑢(𝜃) = −2
𝛽2
𝑖𝑗

𝜏 2𝜃3(𝜆𝑖𝑗+1
− 𝜆𝑖𝑗)

2
+ 2

𝛽2
𝑖𝑗+1

𝜏 2(𝜆𝑖𝑗+1
− 𝜆𝑖𝑗)

2(1− 𝜃)3
= 0.

𝛽2
𝑖𝑗+1

𝜃3
−

𝛽2
𝑖𝑗

(1− 𝜃)3
= 0.

Отсюда видно, что равентсво имеет место в пределе – при 𝜃 → ±∞, но

мы договорились, что 𝜃 ∈ (0, 1).

Поэтому нам подходит

𝜃0𝑖𝑗 =
𝛽
2/3
𝑖𝑗+1

𝛽
2/3
𝑖𝑗+1

+ 𝛽
2/3
𝑖𝑗

.

Это число между нулем и единицей. Действительно, как мы отмечали

ранее, когда только ввели функцию Ψ(𝜇), все 𝛽𝑖𝑗 не нулевые, а 𝛽
2/3
𝑖𝑗

>

0 ∀ 𝑖𝑗 ∈ ℐ. Это так же распространяется и на Ψ̂𝜏(𝜇)

Мы грубо нашли положение нижней точки функции Ψ𝜏(𝜇) :

𝜇 = 𝜏

(︃
𝜆𝑖𝑗 +

𝛽
2/3
𝑖𝑗+1

𝛽
2/3
𝑖𝑗+1

+ 𝛽
2/3
𝑖𝑗

(𝜆𝑖𝑗+1
− 𝜆𝑖𝑗)

)︃

Если мы потребуем, чтобы в этой точке Ψ̂𝜏(𝜇) > 1, то гарантированно

это будет выполнено и для всей Ψ𝜏(𝜇), ибо все слагаемые положительны.

Сделаем последний шаг.

Ψ̂𝜏(𝜇) =
𝛽2
𝑖𝑗

𝜏 2𝜃20𝑖𝑗(𝜆𝑖𝑗+1
− 𝜆𝑖𝑗)

2
+

𝛽2
𝑖𝑗+1

𝜏 2(1− 𝜃0𝑖𝑗)
2(𝜆𝑖𝑗+1

− 𝜆𝑖𝑗)
2
> 1 =⇒

𝜏 2 <
𝛽2
𝑖𝑗

𝜃20𝑖𝑗(𝜆𝑖𝑗+1
− 𝜆𝑖𝑗)

2
+

𝛽2
𝑖𝑗+1

(1− 𝜃0𝑖𝑗)
2(𝜆𝑖𝑗+1

− 𝜆𝑖𝑗)
2
.
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Это должно быть выполнено для всех интервалов (𝜆𝑖𝑗 , 𝜆𝑖𝑗+1
), 𝑖𝑗 ∈ ℐ.

Отсюда

𝜏 2 < min
𝑖∈ℐ∖max{ℐ}

{︃
𝛽2
𝑖𝑗

𝜃20𝑖𝑗(𝜆𝑖𝑗+1
− 𝜆𝑖𝑗)

2
+

𝛽2
𝑖𝑗+1

(1− 𝜃0𝑖𝑗)
2(𝜆𝑖𝑗+1

− 𝜆𝑖𝑗)
2

}︃
.

Неравенство можно упростить еще, если принять во внимание факт |𝜆𝑖𝑗+1
−

𝜆𝑖𝑗 | < 2‖𝐴‖ и потребовать от 𝜏 2 еще более жесткое условие, но более про­

стое:

𝜏 2 <
1

2‖𝐴‖
min

𝑖∈ℐ∖max{ℐ}

{︃
𝛽2
𝑖𝑗

𝜃20𝑖𝑗
+

𝛽2
𝑖𝑗+1

(1− 𝜃0𝑖𝑗)
2

}︃
<

< min
𝑖∈ℐ∖max{ℐ}

{︃
𝛽2
𝑖𝑗

𝜃20𝑖𝑗(𝜆𝑖𝑗+1
− 𝜆𝑖𝑗)

2
+

𝛽2
𝑖𝑗+1

(1− 𝜃0𝑖𝑗)
2(𝜆𝑖𝑗+1

− 𝜆𝑖𝑗)
2

}︃
.

Таким образом, анализ сводится к рассмотрению компонент вектора

𝑏. Помимо этого, нужно знать, хотя бы оценку сверху, нормы матрицы

𝐴.

4.2. Численные эксперименты

Применим метод из секции 3 к квадратичной функции с линейным

членом. Сравнивать будем метод проекции градиента с шагом, возникаю­

щим при одномерной минимизации и с шагом из сферического правила

Армихо. Рисунок 10. Здесь стоит обратить внимание на время работы

методов при размерности 700. Оно кардинально различается от метода

к методу:



58

Метод Точн. Время(с)

Триг. м. опт. шаг Красный 10−7 18.6
Триг. м. явный шаг Синий 10−1 4.4
Триг. м. Армихо Зеленый 10−4 53.4
МПГ опт. шаг Голубой 10−6 72.7

Таблица 2. Времена работы

Рис. 10. Тригонометрические методы и метод проекции градиента
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5. Выводы

Исследованная задача имеет много тонкостей как в теоритечских

вопросах, так и в численных. Рассмотрен простой и важный случай од­

нородной квадратичной функции, предложен метод решения, схожий с

методом проекции градиента, доказана его сходимость к решению задачи

для данной целевой функции. Для общего случая построен метод с триго­

нометрическим представлением геодезической сферы, несколько правил

выбора шага, доказана сходимость к стационарной точке в обоих случа­

ях. Случай с неоднородной квадратичной функцией показывает, что при

определенных условиях на вектор 𝑏 задача сильно упрощается в смысле

количества стационарных точек. Для предложенных методов было пока­

зано, что имеет место сходимость в стационарную точку.В будущем стоит

ответить на вопрос о скорости сходимости методов, обобщить мысли о

количестве стационарных точек на случай неквадратичной функции.
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